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专题 01 双变量“存在性或任意性”问题(1)

【方法点拨】

解决双变量“存在性或任意性”问题关键就是将含有全称量词和存在量词的条

件“等价转化”为两个函数值域之间的关系(或两个函数最值之间的关系)，目的在

于培养学生的逻辑推理素养和良好的数学思维品质．

若 f(x)，g(x)的值域分别为 A，B，则有：

①∀x1∈D， ∃x2∈E，使得 f(x1)=g(x2)成立，则 A B ；

② ∃x1∈D，∃x2∈E，使得 f(x1)=g(x2)成立，则 A B  .

【典型题示例】

例 1 (2020·江苏苏州大学·考前指导卷·13) 已知函数  
31 1 1 1, 1,

3 4 4 2
1 1 1,0 ,
3 6 2

x x x
f x

x x

    
 


≤

≤ ≤

   e 2xg x ax a    R ，若存在 1x ，  2 0,1x  ，使得    1 2f x g x 成立，则实数 a的取值范

围是________．

【答案】 2 ea ≥

【解析】当 10
2

x≤ ≤ 时，  f x 单调递减，   10
6

f x≤ ≤ ；

当 1 1
2

x ≤ 时，   2 1 0
4

f x x   ≥ 成立，

 f x 单调递增，  1 1
6 3

f x ≤ ，

所以  f x 的值域为 10,
3

A     
．

设  g x 的值域为 B ，因为存在 1x ，  2 0,1x  使得    1 2f x g x 成立，

所以 B A  ．   e 2xg x ax   ，   exg x a   ．

① 1a ≥ ，任意  0,1x ，   0g x ≥ 成立，  g x 在  0,1 单调递增，

所以    min
0 1g x g   ，    max

1 e 2g x g a    ，  1,e 2B a    ．
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因为 B A  ，所以 e 2 0a  ≥ ， 2 ea ≥ ；

② ea ≤ ，任意  0,1x ，   0g x ≤ 成立，  g x 在  0,1 单调递减，

所以    min
1 e 2g x g a    ，    max

0 1g x g   ，  e 2, 1B a    ，

则 B A  ，不合题意；

③ e 1a    ，令   e 0xg x a    ，  lnx a  ，

 g x 在   0, ln a 递减，   ln ,1a 递增，

所以       min
ln 2 lng x g a a a a       ，       max

max 0 , 1g x g g ，．

又  0 1 0g    ，  1 e 2 0g a    ，

则 B A  ，不合题意．

综上所述， 2 ea ≥ ．

点评：

存在性和恒成立混合问题注意理解题意，等量关系转化为值域的关系.

例 2 已知 f(x)是定义在[－2，2]上的奇函数，且当 x∈(0，2]时，f(x)＝2x－1，函

数 g(x)＝x2－2x＋m，且如果对于任意的 x1∈[－2，2]，都存在 x2∈[－2，2]，使

得 g(x2)＝f(x1)，则实数 m 的取值范围是______________．

【答案】 [－5，－2]

【分析】易得    3,3f x   ，    1, 8g x m m   ，若对于    1 22,2 , 2,2x x      ，使得    2 1g x f x ，

只需  f x 的值域包含于  g x 的值域即可，即 m－1≤－3 且 m＋8≥3，解得 5 2m    ．

【解析】x∈(0，2]时，f(x)＝2x－1 为增函数，值域为(0，3]，

因为 f(x)是定义在[－2，2]上的奇函数，所以 f(x)在[－2，2]上的值域为[－3，

3]，

函数 g(x)＝x2－2x＋m 在 x∈[－2，2]上的值域为[m－1，m＋8]．
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因为对任意的 x1∈[－2，2]，都存在 x2∈[－2，2]，使得 g(x2)＝f(x1)，

所以 f(x)在[－2，2]上的值域是 g(x)＝x2－2x＋m 在 x∈[－2，2]上的值域的子集，

所以 8 3
1 3

m
m
 

   
，解得 5 2m   

即实数 m 的取值范围是[－5，－2]．

点评：

考查函数的单调性、奇偶性、最值、值域，以及恒成立，存在性问题，关键是

理解题意，转化为值域之间的关系.

例 3 (2018 · 无 锡 高 三 第 一 学 期 期 末 ) 已 知 函 数 f(x) ＝

x2＋2x－1

x2
，x≤－

1

2
，

log

1
2

1＋x

2
，x＞－

1

2
，

g(x)＝－x2－2x－2．若存在 a∈R，使得 f(a)＋g(b)＝0，则实数 b 的取值范围是

________．

【答案】(－2,0)

【解析】当 x≤－
1

2
时，f(x)＝1＋

2x－1

x2
＜1，

此时 f(x)＝1＋
2x－1

x2
＝1＋

2

x
－

1

x2
在

－∞，－
1

2 上单调递减，易求得 f(x)∈[－

7,1)；
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当 x＞－
1

2
时，f(x)＝log 1

2

1＋x

2
，

此时 f(x)在
－

1

2
，＋∞

上单调递减，易求得 f(x)∈(－∞，2)，

∴f(x)的值域为(－∞，2)．

故存在 a∈R，使得 f(a)＋g(b)＝0⇒－g(b)＝f(a)∈(－∞，2)⇒b2＋2b＋2＜2⇒b

∈(－2,0)．

例 4 已知函数 1
2

2, 0
( ) 2 , ( ) ( )

2 , 0
x acosx x

f x g x a R
x a x

  
    

，若对任意 1 1 )[x  ， ，总存在

2x R ，使 1 2( ) ( )f x g x ，则实数 a 的取值范围是( )

A．
1,
2

  
 

B．
2 ,
3

  
 

C．
1, [1,2]
2

  
 

 D．
3 71, , 2
2 4

   
      



【答案】C

【解析】对任意 [1x ， ），则 1 02 2 1xf x   （ ） ，即函数 1f x（ ）的值域为[1 ， ），

若对任意 1 1[x  ， ），总存在 2x R ，使 1 2f x g x（ ） （ ），

设函数 ( )g x 的值域为 A，则满足[1 A ， ） ，即可，

当 0x  时，函数 2 2g x x a （ ） 为减函数，则此时 2g x a（ ）＞ ，

当 0x  时， 2 [ ]2 2g x acosx a a    （ ） ， ，

①当 2 1a  时，(红色曲线)，即
1
2

a  时，满足条件[1 A ， ） ，

②当
1
2

a  时，此时 2 1a  ，要使[1 A ， ） 成立，

则此时 2 [ ]2 2g x acosx a a    （ ） ， ，
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此时满足(蓝色曲线)
2 1

2 2
a

a a
 

  
，即

1
2

a
a


 
，得1 2a  ，

综上
1
2

a  或1 2a  ，

故选：C．

【巩固训练】

1.已知函数 f(x)＝3x2＋2x－a2－2a，g(x)＝
19

6
x－

1

3
，若对任意 x1∈[－1,1]，总存在

x2∈[0,2]，使得 f(x1)＝g(x2)成立，则实数 a 的取值范围是 ．

2.已知函数 f(x)＝2x，x∈
0，

1

2 ，函数 g(x)＝kx－2k＋2(k>0)，x∈
0，

1

2 ，若存在

x1∈
0，

1

2 及 x2∈
0，

1

2 ，使得 f(x1)＝g(x2)成立，求实数 k 的取值范围．

3.已知函数 f(x)＝1

2
x2＋x，g(x)＝ln(x＋1)－a ，若存在 x1，x2∈[0，2]，使得 f(x1)

＝g(x2) ，求实数 a 的取值范围.
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4.已知函数 f(x)＝
x2－x＋1

x－1
(x≥2)，g(x)＝ax(a＞1，x≥2)．

(1)若∃x0∈[2，＋∞)，使 f(x0)＝m 成立，则实数 m 的取值范围为__________；

(2)若∀x1∈[2，＋∞)，∃x2∈[2，＋∞)，使得 f(x1)＝g(x2)，则实数 a 的取值范围

为__________．

5.已知函数   3 7
2

xf x
x
 




，   2 2g x x x  ，若存在实数  , 2a   ，使得 ( ) ( ) 0f a g b  成立，

则实数b的取值范围是 。

6.已知函数f(x)=
















2
1),

2
1(log

2
1,12

2
1

2

2

xx

x
x
xx

，g(x)= −x2−2x−2，若存在a∈R，使得f(a)+g(b)=0，

则实数 b 的取值范围是_______________.
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【答案或提示】

1.【答案】[－2,0]

【解析】f(x)＝3x2＋2x－a(a＋2)，则 f′(x)＝6x＋2，由 f′(x)＝0 得 x＝－
1

3
.

当 x∈
－1，－

1

3 时，f′(x)<0；当 x∈
－

1

3
，1

时，f′(x)>0，

所以[f(x)]min＝f
－

1

3 ＝－a2－2a－
1

3
.

又由题意可知，f(x)的值域是
－

1

3
，6

的子集，

所以
f－1≤6， －a2－2a－

1

3
≥－

1

3
， f1≤6，

解得实数 a 的取值范围是[－2,0]．

2.【答案】

1

2
，

4

3

【解析】由题意，易得函数 f(x)的值域为[0,1]，g(x)的值域为
2－2k，2－

3k

2 ，并

且两个值域有公共部分．先求没有公共部分的情况，即 2－2k>1 或 2－
3

2
k<0，解

得 k<
1

2
或 k>

4

3
，所以，要使两个值域有公共部分，k 的取值范围是

1

2
，

4

3 .

3.【答案】[－4,ln3]
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【解析】f(x)值域 A=[0，4]，g(x)值域 B=[－a，ln3－a]，

由存在 x1，x2∈[0，2]，使得 f(x1)＝g(x2) 知：A∩B≠

正难则反，先求出 A∩B＝时，a 的取值范围

由 A∩B＝得：4<－a 或 ln3－a<0，解之得：a＜－4 或 a＞ln3，

故 A∩B≠时，－4≤a≤ln3，所以 a 的取值范围是[－4,ln3].

4.【答案】(1)[3，＋∞) (2)(1， 3]

【解析】(1)因为 f(x)＝
x2－x＋1

x－1
＝x＋

1

x－1
＝x－1＋

1

x－1
＋1≥2＋1＝3，当且仅当 x

＝2 时等号成立．所以若∃x0∈[2，＋∞)，使 f(x0)＝m 成立，则实数 m 的取值范围

为[3，＋∞)．

(2)因为当 x≥2 时，f(x)≥3，g(x)≥a2，若∀x1∈[2，＋∞)，∃x2∈[2，＋∞)，使得

f(x1)＝g(x2)，则 a2≤3， a＞1， 解得 a∈(1， 3]．

5.【答案】  1,3

6.【答案】(－2,0)

专题 02 双变量“存在性或任意性”问题(2)

【方法点拨】

不等问题

①∀x1∈D, ∀x2∈E,均有 f(x1) >g(x2)恒成立,则 f(x)min> g(x)max；

② ∀x1∈D, ∃x2∈E, 使得 f(x1) >g(x2)成立,则 f(x)min> g(x) min；

③ ∃x1∈D, ∃x2∈E, 使得 f(x1) >g(x2)成立,则 f(x) max > g(x) min；
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【典型题示例】

例 1 已知函数 f(x)＝1

2
x2＋x，g(x)＝ln(x＋1)－a，若存在 x1，x2∈[0，2]，使得

f(x1)＞g(x2) ，求实数 a 的取值范围.

【答案】a＞－4

【分析】问题可转化为 f(x)max>g(x)min，易得 f(x)max=4，g(x)min=－a，由 f(x) max > g(x)

min 得：

4＞－a，故 a＞－4 即为所求.

点评：

存在性和恒成立混合问题注意理解题意，不等关系转化为最值的关系.

例 2 已知函数 f(x)＝x＋
4

x
，g(x)＝2x＋a，若∀x1∈

1

2
，1

，∃x2∈[2,3]，使得 f(x1)

≤g(x2)，则实数 a 的取值范围是________．

【答案】

1

2
，＋∞

【解析】 依题意知 f(x)max≤g(x)max.

∵f(x)＝x＋
4

x
在

1

2
，1

上是减函数，∴f(x)max＝f

1

2 ＝
17

2
.

又 g(x)＝2x＋a 在[2,3]上是增函数，∴g(x)max＝8＋a，

因此
17

2
≤8＋a，则 a≥

1

2
.
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点评：

理解量词的含义，将原不等式转化为[f(x)]max≤[g(x)]max；利用函数的单调性，

求 f(x)与 g(x)的最大值，得关于 a 的不等式求得 a 的取值范围．

例 3 设 a>0，函数 f (x)＝x＋
a2

x
，g(x)＝x－ln x＋4，若对任意的 x1∈[1，e]，存

在 x2∈[1，e]，都有 f (x1)≥g(x2)成立，则实数 a 的取值范围为___________．

【答案】

5

2
，＋∞

【分析】问题可转化为 f (x)min≥g(x)min，函数 g(x)不含参，易求得 g(x)min＝g(1)＝5，接下来的思路有二，一是直接分类

讨论求 f (x)min，二是将 f (x)min≥g(x)mi 转化为 f (x)＝x＋a2

x
≥5 恒成立，通过分离参数再解决

【解析】 问题可转化为 f (x)min≥g(x)min.

当 x∈[1，e]时，g′(x)＝1－1
x
≥0，故 g(x)在[1，e]上单调递增，则 g(x)min＝g(1)＝5.

思路一：又 f′(x)＝1－a2

x2
＝
x2－a2

x2
，令 f′(x)＝0，易知 x＝a是函数 f (x)的极小值．

当 a≤1 时，f (x)min＝1＋a2，则 1＋a2≥5，不成立；

当 1<a≤e 时，f (x)min＝f (a)＝2a，则 2a≥5，得
5
2
≤a≤e；

当 a>e 时，f (x)min＝f (e)＝e＋a2

e
≥5 显然成立，得 a2>5e－e2，所以 a>e.

综上所述，实数 a的取值范围为

5
2
，＋∞

.

思路二：故有 f (x)min≥5，即 f (x)＝x＋a2

x
≥5 恒成立，分离参数得 a2≥x(5－ x)，

易得[x(5－ x)]max=
25
4
，又 a>0，故 a≥5

2

所以实数 a的取值范围为

5
2
，＋∞

．

例 4 已知函数 f (x)＝x2－2ax＋1，g(x)＝a
x
，其中 a>0，x≠0.

(1) 对任意的 x∈[1,2]，都有 f (x)>g(x)恒成立，求实数 a的取值范围；

【解析】由题意知，f (x)－g(x)>0 对 x∈[1,2]恒成立，即 x2－2ax＋1－a
x
>0 对 x∈[1,2]恒成立，即 a< x

3＋x
2x2＋1

对 x∈[1,2]
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恒成立，令φ(x)＝ x3＋x
2x2＋1

，只需 a＜φ(x)min(x∈[1,2])．

由于φ′(x)＝ 2x4＋x2＋1
2x2＋1 2

>0，故φ(x)在 x∈[1,2]上是增函数，

φ(x)min＝φ(1)＝2
3
，所以 a的取值范围是

0，2
3 .

(2) 对任意的 x1∈[1,2]，存在 x2∈[1,2]，使得 f (x1)>g(x2)恒成立，求实数 a的取值范围．

【解析】 由题意知 x2－2ax＋1>
a
x min＝

a
2
，即 a<2x2＋1

4x＋1
对 x∈[1,2]恒成立．

令φ(x)＝2x2＋1
4x＋1

，则φ′(x)＝8x2－1＋4x
4x＋12

>0 对 x∈[1,2]恒成立，

则φ(x)在[1,2]上是增函数，φ(x)min＝φ(1)＝4
5
，

所以 a的取值范围是
0，4

5 .

点评：

防止误将∀x∈D，均有 f(x) >g(x)恒成立，转化为 f(x)min> g(x)max，一般应作差构造函数 F(x)=f(x)－g(x)，转化为 F(x)

min>0 恒成立.

【巩固训练】

1．已知函数 f(x)＝x2－2x＋3，g(x)＝log2x＋m，对任意的 x1，x2∈[1,4]有 f(x1)>g(x2)恒成立，则实数 m的取值范围是

________．

2．已知函数 f(x)＝ln(x2＋1)，g(x)＝
1
2 x－m，若对∀x1∈[0,3]，∃x2∈[1,2]，使得 f(x1)≥g(x2)，则实数 m的取值范围是________．

3. 已知函数 f(x)＝x＋4
x
，g(x)＝2x＋a，若∀x1∈

1
2
，1

，∃x2∈[2,3]，使得 f(x1)≥g(x2)，则实数 a的取值范围是________．

4. (2018·沙市区校级期中)函数 f(x)＝x3－12x＋3，g(x)＝3x－m，若对∀x1∈[－1,5]，∃x2∈[0,2]，f(x1)≥g(x2)，则实数 m

的最小值是________．

5.(2019·南通、徐州等七市三检·13)已知函数 f(x)＝x2－2x＋3a，g(x)＝ 2
x－1

.若对任意的 x1∈[0，3]，总存在 x2∈[2，3]，

使得|f(x1)|≤g(x2)成立，则实数 a的值为________．
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【答案或提示】

1．【答案】(－∞，0)

【解析】f(x)＝x2－2x＋3＝(x－1)2＋2，当 x∈[1,4]时，f(x)min＝f(1)＝2，g(x)max＝g(4)＝2＋m，则 f(x)min>g(x)max，即 2>2

＋m，解得 m<0，故实数 m的取值范围是(－∞，0)．

2．【答案】

1
4
，＋∞

【解析】当 x∈[0,3]时，f(x)min＝f(0)＝0，当 x∈[1,2]时，g(x)min＝g(2)＝1
4
－m，由 f(x)min

≥g(x)min，得 0≥1
4
－m，所以 m≥1

4
.

3.【答案】 (－∞，1]

【解析】由题意知，f(x)min x∈
1
2
，1

≥g(x)min(x∈[2,3])，因为 f(x)＝x＋4
x
，所以 f′(x)＝1－4

x2
，所以 f(x)在

1
2
，1

上单调

递减，所以 f(x)min＝f(1)＝5，又因为 g(x)在[2,3]上的最小值为 g(2)＝4＋a，所以 5≥4＋a，即 a≤1.

4.【答案】14

【解析】由 f′(x)＝3x2－12，可得 f(x)在区间[－1,2]上单调递减，在区间[2,5]上单调递增，

∴f(x)min＝f(2)＝－13，

∵g(x)＝3x－m是增函数，∴g(x)min＝1－m，

要满足题意，只需 f(x)min≥g(x)min 即可，解得 m≥14，

故实数 m的最小值是 14.

5.【答案】 1
3
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专题 03 二元不等式恒成立问题

【方法点拨】

1.对于“双参求一参数范围问题”宜采取变更主元法，如例 1、例 2，此类题目的特征是：含有双参数而问题是

求其中一个参数的取值范围，只需将另一参数视为“主元”，求出最值即可.

2.对于“ ( )f x ax b  或 ( )f x ax b  求有关 a b、 的代数式取值范围”型，利用几何意义，转化为比较零点来

处理.

【典型题示例】

例 1 (2020·海安中学 3 月线上测试·14)若关于 x的不等式 x3﹣3x2+ax+b＜0 对任意的实数 x∈[1，3]及任意的实数 b

∈[2，4]恒成立，则实数 a的取值范围是 ．

【答案】(﹣∞，﹣2)

【分析】本题的特征是，较一般的不等式恒成立问题，增加了一个变量，一般是关于该变量的“一次式”，其解法是：

变更主元，先看作“一次变量”的恒成立问题即可.

【解析】先视为以 b为主元的函数，设 f(b)= b+ (x3﹣3x2+ax)

则 f(b)为关于 b的一次函数，在 b∈[2，4]上增，为使 f(b) ＜0 恒成立

只需 f(4) ＜0，即 x3﹣3x2+ax+4＜0

再考虑 x3﹣3x2+ax+4＜0 在 x∈[1，3]恒成立

分离参数可得：a＜3x﹣x2− 4
�，

设 g(x)＝3x﹣x2− 4
�，x∈[1，3]，故 a＜g(x)的最小值

由 g′(x)＝3﹣2x+ 4
�2，可得 1＜x＜2 时，g′(x)＞0，g(x)递增；2＜x＜3 时，

g′(x)＜0，g(x)递减，

又 g(1)＝﹣2，g(3)=− 4
3，可得 g(x)在[1，3]的最小值为﹣2，

∴a＜﹣2，故实数 a的范围是(﹣∞，﹣2)．

例 2 已知函数 2( ) 8ln 10f x x x x c= + - + ，若对任意 ]1,1[k ， ]8,0(x ，不等式 )()1( xfxk  恒成立，求实

数 c的取值范围．

【答案】 ( ,16 8ln8]- ¥ -

【解析】由 ( 1) ( )k x f x≥+ 在 (0,8]x Î 恒成立，

整理得
8ln 11x ck x
x x

≥ + - + 对任意 [ 1,1]k Î - 恒成立，

所以应有
8ln1 11x cx
x x

≥- + - + 恒成立，

即 28ln 10c x x x≤- - + 对 (0,8]x Î 恒成立．
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设 2( ) 8ln 10 , (0,8]g x x x x x= - - + Î ，

则
8 2( 1)( 4)'( ) 2 10

4
x xg x x

x
- -

= - - + = - ，

令 '( ) 0g x = ，得 1x = 或 4x = ，列表如下：

x (0,1) 1 (1,4) 4 (4,8) 8

'( )g x - 0 + 0 - 0

( )g x ↘ 极小值 (1)g ↗ 极大值 (4)g ↘ 16 8ln8-

(1) (8) 9 16 8ln8 8ln8 7 8ln8 8 8(ln8 1) 0g g- = - + = - > - = - > ，

所以 ( )g x 在 (0,8]x Î 的最小值为 (8) 16 8ln8g = - ，又 4c < ，

216 8ln8 4 12 8ln8 12 8ln 12 16 0e- - = - < - = - < ，

所以实数 c的取值范围是 ( ,16 8ln8]- ¥ - ．

例 3 (2018·江苏南京最后一卷·14)已知 a，b∈R，若关于 x的不等式 lnx≤a(x－2)＋b对一切正实数 x恒成立，则

当 a＋b取最小值时，b的值为 ．

【答案】ln3－1
3
．

【分析】在平面直角坐标系 xOy中，分别作出 y＝lnx及 y＝a(x－2)＋b的图象，不等式 lnx≤a(x－2)＋b对一切正实数

x恒成立，即直线 y＝a(x－2)＋b恒在曲线 y＝lnx的上方．a＋b最小，即直线 y＝a(x－2)＋b与 x＝3 交点的纵坐

标最小．根据图象可知：a＋b的最小值为 ln3，此时直线 y＝a(x－2)＋b与曲线 y＝lnx相切于点(3，ln3)，因此有：

a＝1
3
，从而 b＝ln3－1

3
．

例 4 已知 ,a b R ，若 1xe ax b   恒成立，则
1b a

a
 

的取值范围是 ．

【答案】 ln 2 1, 

【分析】所求
1 1 1b a b

a a
  

  ，为了出现
1b

a


，将 1xe ax b   变形为 2 ( 1)xe ax b    ，此时
1b

a


的几何

意义是直线 ( 1)y ax b   在 x轴上的截距即函数 ( 1)y ax b   的零点，根据图象可知，当 2 ( 1)xe ax b   

时 ， 曲 线 2xy e  在 任 意 一 点 的 切 线 的 零 点 都 不 小 于 曲 线 的 零 点 ， 即
1 ln 2b

a


 ， 所 以

1 1 1 ln 2 1b a b
a a

  
    ，

1b a
a

 
的取值范围是 ln 2 1,  ．
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点评：

对于 ( )f x ax b  或 ( )f x ax b  型恒成立，求有关 a b、 的代数式取值范围问题的解题步骤是：

1 判断函数的凸凹性(当 ( ) 0f x  时，函数为凹函数；当 ( ) 0f x  时，函数为凸函数)，从而得出因凸凹的不

同，切线在曲线的上下的不同；

2 凑配条件中的参数系数，求曲线和切线的零点，比较零点的大小即可.

例 5 若 ln 1xae x  恒成立，则 a的取值范围是 ．

【答案】 1,e 

【分析】取对数，化双曲为“一直一曲”，解法同例 3.

【解析】对 ln 1xae x  两边取自然对数得 ln ln(ln 1)a x x  

故 ln 1a  ， 1a e

所以 a的取值范围是 1,e  ．

【巩固训练】

1. 若不等式 29lnbx c x x   ，对任意  0,x  ，  0,3b 恒成立，则实数 c的取值范围为___________.

2.设函数
4 3 2( ) 2 ( )f x x ax x b x R     ，其中 ,a b R ．若对于任意的  2 2a  ， ，不等式 ( ) 1f x  在 11 ，上恒

成立，则b的取值范围为___________.

3. (2020·江苏天一中学·12 月考)设 a、b 均为实数，已知函数 ( ) xf x axe ( )a R ，若不等式
2( ) 2f x x bx 对

任意的 1a 及任意的 0x  恒成立，求 b 的取值范围；

4. 已知 ,a b R ，若 ln 1x ax b   恒成立，则
1b a

a
 

的取值范围是 ．

5. 已知直线 y ax b  与曲线 ( ) ln 1f x x  相切，则
b
a
的最小值是( )

A. 2

1
e

 B. 2e C. e D.
1
e



6. 若不等式 4 2xe x ax b    对于任意 x R 恒成立，则
4
4

b
a



的最大值是( )

A. 2 2ln 2 B. 1 ln 2  C. ln 2 D. 2ln 2
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【答案或提示】

1.【答案】  , 9ln 3 

2.【答案】  4 ∞， ．

3.【分析】变更主元、分离参数，可得 2xe x b 对任意的 0x  恒成立，构造函数
( ) 2xx e x  

，利用导数求出

函数的最值即可求出 b 的范围，

【解析】由
2( ) 2f x x bx ，得

22xaxe x bx ，由于 0x  ，

所以 2xae x b 对任意的 1a 及任意的 0x  恒成立．

由于 0xe  ，所以
x xae e ，所以 2xe x b 对任意的 0x  恒成立．

设 ( ) 2xx e x   ， 0x  ，则 ( ) 2xx e   ，

所以函数
( )x

在
(0
， ln 2)

上单调递减，在
(ln 2， )

上单调递增，

所以 ( ) (minx ln  2) 2 2ln  2，

所以 2 2b ln 2．

4.【答案】
 2, 1e   

【提示】如图中，同例 3，易得

21b e
a



.

5.【答案】C

6.【答案】C

【提示】将 4 2xe x ax b    变形为 2 ( 4) ( 4)xe a x b     即可.
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专题 04 函数的单调性

【方法点拨】

1.单调函数是一对一的，运用之结合待定系数法可求函数的解析式(如例 1).

2.看到具有“(经过变形后)对称结构”的数式，应想到构造函数，运用函数的单调性解决问题.

【典型题示例】

例 1 已知函数  f x 是定义在  0 +， 上的单调函数，对于定义域内任意 x，  2( ) log 3f f x x  ，则函数

( ) ( ) 7g x f x x   的零点所在的区间为( )

A． (1,2) B． (2,3) C． (3, 4) D． (4,5)

【答案】C

【分析】本题的关键在于求出函数  f x 的解析式，紧紧抓住“  f x 是定义在  0 +， 上的单调函数”这一重要条件，

设 2( ) logf x x 为定值，即 2( ) logt f x x  ，然后使用赋值法求出参数的 t值即可.

【解析】因为  f x 是定义在  0 +， 上的单调函数，且对任意的 (0, )x  ，都有  2( ) log 3f f x x  ，

所以 2( ) logf x x 为定值，设 2( ) logt f x x  ，则   2logf x x t  ，

又由   3f t  ，∴   2log 3f t t t   ，所以 2t  ，

所以   2log 2f x x  ，所以   2log 5g x x x   ，

因为          1 0 2 0 3 0 4 0 5 0g g g g g    ， ， ， ， ，

所以零点所在的区间为(3，4).

例 2 (多选题)若实数 a， b满足 2 3 3 2a ba b   ，则下列关系式中可能成立的是 ( )

A． 0 1a b   B． 0b a  C．1 a b  D． a b

【分析】构造 ( ) 2 3xf x x  ， ( ) 3 2xg x x  ，易知 ( )f x ， ( )g x 是递增函数，结合函数的图象，得出结论．

【解析】由 2 3 3 2a ba b   ，

设 ( ) 2 3xf x x  ， ( ) 3 2xg x x  ，易知 ( )f x ， ( )g x 是递增函数，当 0x  ，1 时， ( ) ( )f x g x ，

画出 ( )f x ， ( )g x 的图象如下：
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根据图象可知： 0 1a b   ， f (a) f (b)可能成立；故 A正确；

当 0b a  时，因为 ( ) ( )f x g x ，所以 f (a) f (b)可能成立， B正确；

当 a b 时，显然成立，

当1 a b  时，因为 f (a) g (b)，所以不可能成立，

故选： ABD．

例 3 设函数 f(x)＝
2－x，x≤0，

1，x>0，
则满足 f(x＋1)<f(2x)的 x的取值范围是( )

A．(－∞，－1] B．(0，＋∞)

C．(－1,0) D．(－∞，0)

【答案】 D

【解析】 法一：分类讨论法

①当
x＋1≤0，

2x≤0，
即 x≤－1 时，

f(x＋1)<f(2x)，即为 2－(x＋1)<2－2x，

即－(x＋1)<－2x，解得 x<1.

因此不等式的解集为(－∞，－1]．

②当
x＋1≤0，
2x>0

时，不等式组无解．

③当
x＋1>0，

2x≤0，
即－1<x≤0 时，

f(x＋1)<f(2x)，即为 1<2－2x，解得 x<0.

因此不等式的解集为(－1,0)．

④当
x＋1>0，

2x>0，
即 x>0 时，f(x＋1)＝1，f(2x)＝1，不合题意．

综上，不等式 f(x＋1)<f(2x)的解集为(－∞，0)．

法二：数形结合法

∵f(x)＝
2－x，x≤0，

1，x>0，

∴函数 f(x)的图象如图所示．

结合图象知，要使 f(x＋1)<f(2x)，
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则需

x＋1<0，

2x<0，

2x<x＋1

或
x＋1≥0，

2x<0，

∴x<0，故选 D.

例 4 (2020·江苏南通五月模拟·14)已知  0,2  ，若关于 k的不等式  3 3sin cos sin cosk      在  , 2 

上恒成立，则 的取值范围为 ．

【答案】 0,
4
 

  

【分析】本题的实质是含参数  ( 这里当然是 sin  、 cos  ) 的不等式恒成立问题，应抓住已知条件

 3 3sin cos sin cosk      的对称结构，构造函数，利用函数的单调性布列不等式.

【解析】看到  3 3sin cos sin cosk      想“对称结构”，将它变形为：

3 3sin sin cos cosk k      ，

设 3( )f x kx x  ， 2 1( ) 3
2

f x kx
x

  

易知当  , 2k   时， 2 1( ) 3 0
2

f x kx
x

    ，故 ( )f x 在  0, 单减，

所以

sin cos
sin 0
cos 0

 




 
 

，解之得： 0
4
 

所以 的取值范围 0,
4
 

  
．

例 5 (2020·江苏淮阴中学、姜堰中学 12 月考·14))已知实数 1x ， 2x 满足 1 3
1

xx e e ，   5
2 2ln 2x x e  ，则

1 2x x  ______.

【分析】由已知条件考虑将两个等式转化为统一结构形式，令
2

2 2ln 2 , tx t x e    ，得到 3tte e ，研究函数

( ) xf x xe 的单调性，求出 1,x t关系，即可求解.

解法一：实数 1x ， 2x 满足 1 3
1

xx e e ，   5
2 2ln 2x x e  ，

2
1 20,x x e  ，

2
2 2ln 2 0, tx t x e     ，则 3tte e ，

( ) ( 0), ( ) ( 1) 0( 0)x xf x xe x f x x e x      ，

所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递增，而
3

1( ) ( )f x f t e  ，
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5
1 2 1 2 2 2ln 2, (ln 2)x t x x x x x e        .

解析二：对 1 3
1

xx e e 两边取自然对数得： 1 1ln 3x x  ，

对   5
2 2ln 2x x e  两边取自然对数得：  2 2ln ln ln 2 5x x   (※)

为使两式结构相同，将(※)进一步变形为：    2 2ln 2 ln ln 2 3x x   

设 ( ) lnf x x x  ，则
1( ) 1 0f x
x

   

所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递增， ( ) 3f x  的解只有一个.

∴ 1 2ln 2x x  ， ∴   5
1 2 2 2ln 2x x x x e   .

【巩固训练】

1．已知函数
2 1, 0

( )
1, 0
x x

f x
x

  
 


,则满足不等式

2(1 ) (2 )f x f x  的 x的范围是__________.

2.已知函数

2

2

2 , 0
( )

2 , 0
x x x

f x
x x x

  
 

 
，若    22f a f a  ，则实数 a的取值范围是__________.

3.(2020·扬州三检·12)已知函数

2 2 2
( ) 1 1 2

2

x x x
f x

x x

  
 

 

，

，
，则关于 x的不等式 (1 ) (2 )f x f x   的解集为 ．

4.(2020·江苏南通市如皋中学创新班四月模拟·2)已知实数 a，b (0，2)，且满足 2 2 44 2 4
2

a
ba b b     ，则 a＋b

的值为_______．

5.不等式 x x x x x x              ( ) ( ) 的解集是 .

6. 若 1x 满足方程 2 2 5xx   ， 2x 满足方程 -1
22 log 5xx  （ ） ，则 1 2x x = .

7. 已知单调函数  f x 是定义域是  0 +， ，对于定义域内任意 x，  2( ) log 3f f x x  ，则函数 ( ) ( ) 9g x f x x  

的零点所在的区间为( )

A． (1,2) B． (2,3) C． (3, 4) D． (4,5)
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【答案或提示】

1．【答案】  1, 2 1 

【解析】考查分段函数的单调性，
2

2

1 2
( 1, 2 1)

1 0
x x

x
x

      
 

.

2.【解析】 2 2y x x Q 在[0, ) 上单调递增， 22y x x  在 ( , 0) 上单调递增，且 2 20 +2 0=2 0 0   ， ( )f x

在 R 上单调递增，

因此由    22f a f a  得 22 2 1a a a    ， ，故答案为：  2,1

3.【答案】 1,
2

  
 

【分析】作出函数  f x 图象，考察动区间 1 2x x ， 间图象的单调性，易得，当
11 =
2

x

即
1
2

x  时， (1 ) (2 )f x f x   ，此即为“临界值”，而动区间右移时满足题意，故
11
2

x  ,
1
2

x 

所以不等式 (1 ) (2 )f x f x   的解集为
1,
2

  
 

.

4.【答案】2

【分析】将 2 2 44 2 4
2

a
ba b b     化为： 2 2 22 (2 ) 2a ba b     ，设   2 2xf x x  ，则  f x 在  0,2 上递增，

由    2f a f b  ，得 a＋b的值.

【解析】由 2 2 44 2 4
2

a
ba b b     ，化简为： 2 2 22 2 ( 2)a ba b    ，即 2 2 22 (2 ) 2a ba b     ，

设   2 2xf x x  ，则  f x 在  0,2 上递增，因为 a，b(0，2)，所以 2-b(0，2)，

且    2f a f b  ，所以 2a b  ，即 2a b  .

5.【答案】[－1,2].
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6.【答案】
7
2

7.【答案】D
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专题 05 函数的奇偶性与单调性

【方法点拨】

1. 若函数 f(x)为偶函数，则 f(x)＝f(|x|)，其作用是将“变量化正”，从而避免分类讨论．

2. 以具体的函数为依托，而将奇偶性、单调性内隐于函数解析式去求解参数的取值范围，是函数的奇偶性、单

调性的综合题的一种重要命题方式，考查学生运用知识解决问题的能力，综合性强，体现能力立意，具有一

定难度.

【典型题示例】

例 1 (2021·江苏启东期初)设函数 f(x)＝ln(1＋|x|)－ 1
1＋x2

，则使得 f(x)>f(2x－1)成立的 x的取值范围是( )

A.
1
3
，1

B.
－∞，

1
3 ∪(1，＋∞)

C.
－

1
3
，

1
3 D.

－∞，－
1
3 ∪

1
3
，＋∞

【答案】A

【分析】发现函数 f(x)为偶函数，直接利用 f(x)＝f(|x|)，将“变量化正”，转化为研究函数函数 f(x)在(0，+∞)上单调性，

逆用单调性脱“f”．

【解析】易知函数 f(x)的定义域为 R，且 f(x)为偶函数．

当 x≥0 时，f(x)＝ln(1＋x)－ 1
1＋x2

，易知此时 f(x)单调递增．

所以 f(x)>f(2x－1)⇒f(|x|)>f(|2x－1|)，所以|x|>|2x－1|，解得
1
3

<x<1.故选 A.

例 2 (2017·江苏·11)已知函数 3 1( ) 2 e
e

x
xf x x x    , 其中 e 是自然对数的底数. 若 2( 1) (2 ) 0f a f a  ≤ ,则实

数 a的取值范围是 .

【答案】
1[ 1, ]
2



【分析】直接发现函数的单调性、奇偶性，将 2( 1) (2 ) 0f a f a  ≤ 移项，运用奇偶性再将负号移入函数内，逆用单调

性脱“f”．

【解析】因为
3 1( ) 2 e ( )

e
x

xf x x fx x        ， 所以 ( )f x 是奇函数

又因为
2 2( ) 3 2 e e 3 2 2 e e 0x x x xf ' x xx           ，所以数 ( )f x 在R上单调递增

由 2( 1) (2 ) 0f a f a  ≤ 、 ( )f x 是奇函数得 2(2 ) ( 1) (1 )f a f a f a ≤- = ，

由 ( )f x 在R上单调递增，得
22 1a a  ，即

2 12 0a a   ，解得
11
2

a   ，

故实数a的取值范围为
1[ 1, ]
2

 .
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例 3 已知函数   e +1ex xf x   ( e 为自然对数的底数)，若 2(2 1) 4 2)(f x f x   ，则实数 x 的取值范围

为 ．

【答案】  1,3

【分析】本题是例 2的进一步的延拓，其要点是需对已知函数适当变形，构造出一个具有奇偶性、单调性的函数,其

思维能力要求的更高，难度更大.

【解析】令 ( ) ( ) 1 e ex xxF x f     ，易知 ( )F x 是奇函数且在R上单调递增

由
2(2 1) 4 2)(f x f x   得  2(4 ) 1 1 (2 1) (2 1) 1f x f x f x        

即 2(4 ) (2 1)F x F x   

由 ( )F x 是奇函数得 (2 1) (1 2 )F x F x  = ，故 2(4 ) (1 2 )F x F x  

由 ( )F x 在R上单调递增，得 24 1 2x x   ，即
2 3 02x x   ，解得 1 3x   ，

故实数 x的取值范围为  1,3 .

例 4 已知函数

1

1

2 , 1
( )

2 , 1

x

x

x
f x

x





 
 


，若  2(2 2) 2f x f x x    ，则实数 x的取值范围是( )

A．[ 2, 1]  B．[1, )

C．R D． ( , 2] [1, )  

【答案】D

【解析】函数

1
1

1

2 , 1
( ) 2

2 , 1

x
x

x

x
f x

x


 




 


，故 ( )f x 关于直线 1x  对称，且在[1， ) 上单减，函数 ( )f x 的图象如下：

f 2(2 2) ( 2)x f x x   ，且
2 21 72 ( ) 1

2 4
x x x      恒成立，

2| 2 2 1| 2 1x x x      ，即 2| 2 3 | 1x x x   ，

当
3
2

x 时，不等式化为： 22 3 1x x x   ，即 2 3 4 0x x  ，解得 xR，即
3
2

x ；当
3
2

x  时，不等式化为：

23 2 1x x x   ，即 2 2 0x x  ，解得 2x  或 1x ，即 2x  或
31
2

x  ；

综上， 2(2 2) ( 2)f x f x x   时，实数 x的取值范围是 (， 2] [1  ， ) ．
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故选：D．

例 5 (2019·江苏南师附中期中·14)已知函数 ( ) 3 3x xf x   ， 3 3 1
3

(1 2log ) (3log 1) logf t f t t    ，则 t的取

值范围是 ．

【答案】[1, )

【分析】将已知 3 3 1
3

(1 2log ) (3log 1) logf t f t t    按照“左右形式相当，一边一个变量”的原则，移项变形为

3 1 3
3

(3log 1) log (1 2log )f t t f t    ， 易 知 ( ) 3 3x xf x   是 奇 函 数 ， 故 进 一 步 变 为

3 3 3 3(3log 1) (3log 1) (2 log 1) (2 log 1)f t t f t t       (#)，故下一步需构造函数 ( ) ( )F x f x x  ，转化为

研究 ( ) ( )F x f x x  的单调性，而 ( ) ( )F x f x x  单增，故(#)可化为 3log 0t  ，即 3 33log 1 2log 1t t   ，

解之得 1t  .

【巩固训练】

1．若函数 为偶函数，则实数 =

2.设函数     2

1ln 1
1

f x x
x

  


，则使得    1f x f 成立的 x的取值范围是( )．

A．  1, B．    , 1 1,  U

C．  1,1 D．    1,0 0,1 U

3.已知函数
1( ) 2
2

x
xf x   ，则满足 2( 5 ) (6) 0f x x f   的实数 x的取值范围是 ．

4. 已知函数 ( ) | | 3 1f x x x x    ，若  2( ) 2 2f a f a   ，则实数 a的取值范围__________.

5.已知函数

2

2

2 , 0
( )

2 , 0
x x x

f x
x x x

  
 

 
，若    22f a f a  ，则实数 a的取值范围是__________.

6.已知函数   x xg x e e  ，    f x xg x ，若
1ln
3

a f    
 

，

1
40.2b f

 
  

 
，  1.25c f ，则 a、b、 c 的大

小关系为( )

A．b a c  B． c b a  C．b c a  D．a b c 

7. (2021·江苏启东期初·11)【多选题】关于函数
1 2( ) 1

1xf x
x e
    

下列结论正确的是( )

A．图像关于 y轴对称 B．图像关于原点对称

C．在  ,0 上单调递增 D．  f x 恒大于 0
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8.已知函数    2
20202020 log 1 2020 1x xf x x x       ，则关于 x的不等式    2 1 1 2 0f x f x     的解

集为( ).

A．
1 ,

2020
   
 

B．  2020, 

C．
2 ,
3

   
 

D．
2,
3

   
 



第 29 页 共 153 页

【答案或提示】

1．【答案】1

2.【答案】B

3.【答案】(2,3)

4.【答案】 ( 2,1)

5.【答案】  2,1

【解析】 2 2y x x Q 在[0, ) 上单调递增， 22y x x  在 ( , 0) 上单调递增，且 2 20 +2 0=2 0 0   ， ( )f x

在 R 上单调递增，

因此由    22f a f a  得 22 2 1a a a    ， ，故答案为：  2,1

6.【答案】A

【解析】      x xf x xg x x e e   ，该函数的定义域为R，

     x x x xf x x e e x e e       ，所以，函数  y f x 为偶函数，

当 0x 时，   0x xg x e e   ，

任取 1 2 0x x  ， 1 2x x  ，则 1 2x xe e ， 1 2x xe e  ，

所以， 1 1 2 2x x x xe e e e    ，

   1 2 0g x g x   ，    1 1 2 2x g x x g x  ，即    1 2f x f x ，

所以，函数  y f x 在  0,  上单调递增，  1 1ln ln ln 3
3 3

a f f f       
   

，

1
0 1.240 0.2 0.2 1 ln3 5 5      ，则    

1
1.240.2 ln 3 5f f f

 
  

 
，

即b a c  .故选：A.

7.【答案】ACD

8.【答案】C

【解析】构造函数      2
20201 2020 log 1 2020x xF x f x x x        ，

由于 2 21x x x   ，所以 2 1 0x x   ，所以  F x 的定义域为R.

   2
20202020 log 1 2020x xF x x x     
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  2 2

2020 2

1 1
2020 log 2020

1
x x

x x x x

x x


           

2020 2

12020 log 2020
1

x x

x x
  

   
  

   2
20202020 log 1 2020x xx x F x       ，

所以  F x 为奇函数，  0 0F  .

当 0x 时，  2
20202020 , 2020 , log 1x xy y y x x      都为增函数，

所以当 0x 时，  F x 递增，所以  F x 在R上为增函数.

由    2 1 1 2 0f x f x     ，得    2 1 1 1 1 0f x f x      ，

即    2 1 1 0F x F x    ，所以2 1 1 0x x    ，解得
2
3

x   .

所以不等式的解集为
2 ,
3

   
 

.故选：C
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专题 06 函数的奇偶性、对称性

【方法点拨】

1. 若单调奇函数 f(x)满足 f(a)＋f(b)＝0，则 a＋b＝0.一般的，若单调函数 f(x)关于点(m，n)对称，且满足 f(a)＋f(b)＝

2n，则 a＋b＝2m.

2. 对于具有对称性的函数零点问题，要注意检验充分性，以防增解.

【典型题示例】

例 1 设函数
2

2

( 1) sin( )
1

x xf x
x

 



的最大值为M ，最小值为m，则M m =___ .

【答案】2

【 分 析 】 本 题 解 法 较 多 ， 利 用 函 数 的 奇 偶 性 应 当 最 为 简 单 . 将 函 数 解 析 式 适 当 作 如 下 变 形 ，

2

2 2

( 1) 2 sin 2 sin( ) 1
1 1

x x x x xf x
x x

   
  

 
，设 2

2 sin( ) ( ) 1
1

x xg x f x
x


  


，显然 ( )g x 为奇函数，由题意知

其最大值、最小值一定存在，根据函数图象的对称性，最大值与最小值互为相反数，其和为 0，所以，本题应填

2.

点评:

1.本题欲求最大值与最小值的和，上述解法没有运用常规的求最值的基本工具，如：求导、基本不等式、单调性、

反解等，而是充分利用函数的性质——奇偶性，舍弃解析式其外在的“形”转而研究函数的“性”，这种策略和方法

在解题中经常涉及.由于考生受定势思维的影响，此类题目多为考生所畏惧.

2. 发现函数隐藏的单调性、对称性是解决此类问题之关键，对于单调奇函数有下列性质：若单调奇函数 f(x)满足

f(a)＋f(b)＝0，则 a＋b＝0.更一般的，若单调函数 f(x)关于点(m，n)对称，且满足 f(a)＋f(b)＝2n，则 a＋b＝2m.

例 2 设函数
3( ) ( 3) 1f x x x    ，数列 { }na 是公差不为 0 的等差数列， 1 2 7( ) ( ) ( ) 14f a f a f a    ，则

1 2 7a a a    ( )

A．0 B．7 C．14 D．21
【答案】D

【分析】根据函数值之和 1 2 7( ) ( ) ( ) 14f a f a f a    求自变量之和 1 2 7a a a  ，很自然会去考虑函数的性质，而

等式常常考查对称性，从而尝试去寻求函数
3( ) ( 3) 1f x x x    的对称中心.

函数
3( ) ( 3) 1f x x x    可以视为由

3( 3)y x  与 1y x  构成，它们的对称中心不一样，可以考虑对函数



第 32 页 共 153 页

的图象进行平移, 比如
3( ) 2 ( 3) ( 3)f x x x     ，引入函数

3( ) ( 3) 2F x f x x x     ，则该函数是奇函数，对

称中心是坐标原点，由图象变换知识不难得出
3( ) ( 3) 1f x x x    的图象关于点 (3, 2) 中心对称.

【解析】∵{ }na 是公差不为 0 的等差数列，且 1 2 7( ) ( ) ( ) 14f a f a f a   

∴ 14]1)3[(]1)3[(]1)3[( 7
3

72
3

21
3

1  aaaaaa 

∴ 147)( 721  aaa 

∴ 21721  aaa 

例 3 已知函数
2 1 1( ) 2 ( )x xf x x x a e e      有唯一零点，则 a=( )

A．
1
2

 B．
1
3

C．
1
2

D．1

【答案】C

【分析】如果利用导数研究 的零点，就会小题大做，容易陷入困难.由函数与方程思想，函数的零点满足

.

设 ，显然 是由函数 向右平移一个单位而得到，易知

是偶函数且在 上是增函数.故 关于直线 对称，且在 上是增函数，在

上是减函数， .

设 ，显然 关于直线 对称，顶点为 .

若 ，则函数 关于直线 对称，且在 上是减函数，在 上是增函数，最大

值为 ， .

若 的图象与 的图象有一个公共点 A，根据对称性必有另一个公共点 B.所以， 不合题

意；

若 ，函数 关于直线 对称，且在 上是增函数，在 上是减函数，最小值

为 .若 的图象与 的图象只有一个公共点，必有 ，得 .

【解析】  2 1 1( ) 1 ( ) 1x xf x x a e e       ，令
2( ) ( 1) 1 ( )x xg x f x x a e e      

则易知 ( )g x 是偶函数，所以 ( )f x 图象关于直线 1x  对称，欲使 ( )f x 有唯一零点， 必有 (1) 0f  ，即 2 1 0a   ，
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所以
1
2

a  .

例 4 已知关于 x的方程 03)2(log2 22
2

2  axax 有唯一解，则实数 a的值为________.

【答案】1

【分析】利用隐藏的对称性，易得 f(0)＝0，求得 a＝1 或 a＝－3，再利用数形结合，将增解舍弃.

【解析】通过对函数 f(x)＝x2＋2alog2(x2＋2)＋a2－3 的研究，可发现它是一个偶函数，那么它的图象就关于 y轴对称，

若有唯一解，则该解必为 0．

将 x＝0 代入原方程中，可求得 a＝1 或 a＝－3．这就意味着，当 a＝1 或 a＝－3 时，原方程必有一解 0，但是

否是唯一解，还需进一步验证．

当 a＝1 时，原方程为 x2＋2log2(x2＋2)－2＝0，即 2log2(x2＋2)＝2－x2，该方程实数根的研究可能过函数 y＝2log2t

和函数 y＝4－t的交点情况来进行，不难发现，此时是符合题意的；而当 a＝－3 时，原方程为 x2－6log2(x2＋2)＋6

＝0，即 x2＋6＝6log2(x2＋2)．通过研究函数 y＝4＋t和 y＝6log2t可以发现，此时原方程不止一解，不合题意，需

舍去．

点评：

f(0)＝0 仅是函数存在零点的必要条件，要注意检验充分性，一般是代入检验进行取舍.

【巩固训练】

1.已知函数 f(x)是偶函数，且当 x>0 时，f(x)=lnx－ax，若函数 f(x)恰有 5 个零点，则实数 a的取值范围是 .

2.若函数
2 2( ) 2 4 3f x x a x a    的零点有且只有一个，则实数a  .

3.若函数 f(x)＝x2－mcosx＋m2＋3m－8 有唯一零点，则满足条件的实数 m组成的集合为 ．

4.已知函数 2 1 1( ) 2 ( )x xf x x x a e e      ， a R ，则函数 ( )f x 零点的个数所有可能值构成的集合为 ．

5.函数 的图象与函数 的图像所有交点的横坐标之和等于( )

A.2 B. 4 C.6 D.8

6. 已 知 函 数 满 足 ， 若 函 数 与 图 象 的 交 点 为

则 ( )

A. 0 B. m C. 2m D. 4m

http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
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7.(2020·江苏启东中学最后一卷·12)已知函数
12( ) sin

2 1

x

xf x x


 


在区间[ , ]k k 的值域为[ , ]m n ，则m n 的值为

_______.

8. 已知函数
2

2

( 1) cos sin( )
cos 1

x x xf x
x x

  


 
,在区间  1,1 上的最大值为M 最小值为 N 则M N ＝_____.

9.已知实数 x、y满足   2 21 1 1x x y y     ，则 2 23 4 6 6 2020x xy y x y     的值是 .

10.(2020·扬州中学五月考·13)圆 2 2 6 4 0x y x y    与曲线
2 4

3
xy
x





相交于 , , ,A B C D点四点，O为坐标原点，则

OA OB OC OD   
   

_______.
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【答案或提示】

1.【答案】(0，e)

2.【答案】
3

2
a 

3.【答案】m=2

【解法提示】发现 f(x)是偶函数，故得到 f(0)=0，立得 m=2 或 m=－4，难点在于对 m=－4 的取舍问题.思路有二，一是

“分离函数”，利用“形”助数；二是利用导数知识，只需当 x＞0 时，函数恒增或恒减即可.

4.【答案】{0,1,2,4}

5.【答案】B

6.【答案】B

【分析】该题设计抽象函数 关于点 成中心对称，函数 由奇函数 向上平移一个单位得到，

也关于点 成中心对称，因而两函数图象的交点为也关于点 成中心对称， ，

考虑倒序相加法，可得 ， ，故 .

7.【答案】2

【分析】本题的难点在于发现函数内隐藏的奇偶性、对称性.

【解析】因为    1 2 1 2 12 2 1( ) sin sin sin 1
2 1 2 1 2 1

x xx x

x x xf x x x x
    

      
  

设 2 1g( ) sin
2 1

x

xx x
 


，则g( )x 为定义在 R上的单调递增函数

所以 ( )f x 在区间[ , ]k k 单增，且关于点(0,1)对称，所以m n =2.

8.【答案】2

【解析】
2

2

( 1) cos sin( )
cos 1

x x xf x
x x

  


 

2

2

2 1 cos sin
cos 1

x x x x
x x

   


  2

2 sin1
cos 1
x x

x x


 
 

.

 令 2

2 sin( )
cos 1
x xg x

x x



 

2

2 +sin( ) ( )
cos 1
x xg x g x

x x


   
 

,且  1,1x  , ( )g x 为奇函数,

设其最大值为 a ,则其最小值为 a ,

∴函数 ( )f x 的最大值为 1a  ,最小值为 1a 
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1
1

a M
a N
 

  
, 2M N  .故答案为: 2 .

9.【答案】2020

【提示】两边取自然对数得    2 2ln 1 ln 1 0x x y y     

设  2( ) ln 1f x x x   ，则易得其为 R上的单增奇函数，所以 0x y  ，

故 2 23 4 6 6 2020 ( )( 4 ) 6( ) 2020 2020x xy y x y x y x y x y            .

10.【分析】注意发现圆与一次分式函数
2 4

3
xy
x





的图象均关于点(−3, 2)对称，利用三角形中线的向量表示，将所

求转化即可.

【解析】由圆方程 2 2 6 4 0x y x y    ，可得    2 23 2 13x y    ，圆心坐标为(−3, 2)

2 4 2( 3) 2 22
3 3 3

x xy
x x x
  

   
  

，其对称中心为(−3, 2).

在同一直角坐标系中，画出圆和函数图像如图所示：

数形结合可知，圆和函数都关于点 M(−3, 2)对称，

故可得其交点 A和 C，B和 D 都关于点 M(−3, 2)对称.

故 2OA OC OM 
  

， 2OB OD OM 
  

，所以 4 4 13OA OB OC OD OM    
    

.
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专题 07 函数的奇偶性、对称性、周期性

【方法点拨】

1.函数奇偶性、对称性间关系：

(1)若函数 y＝f(x＋a)是偶函数，即 f(a－x)＝f(a＋x)，则函数 y＝f(x)的图象关于直线 x＝a对称；一般的，若对于 R

上的任意 x都有 f(a－x)＝f(a＋x)，则 y＝f(x)的图象关于直线� = �+�
2
对称．

(2)若函数 y＝f(x＋a)是奇函数，即 f(－x＋a)＋f(x＋a)＝0，则函数 y＝f(x)关于点(a，0)中心对称；一般的，若对于

R上的任意 x都有 f(－x＋a)＋f(x＋a)＝2b，则 y＝f(x)的图象关于点(a，b)中心对称．

2. 函数对称性、周期性间关系：

若函数有多重对称性，则该函数具有周期性且最小正周期为相邻对称轴距离的 2 倍，为相邻对称中心距离的 2 倍，

为对称轴与其相邻对称中心距离的 4 倍．

(注：如果遇到抽象函数给出类似性质，可以联想 y＝sinx，y＝cosx的对称轴、对称中心和周期之间的关系)

3. 善于发现函数的对称性(中心对称、轴对称)，有时需将对称性与函数的奇偶性相互转化.

【典型题示例】

例 1 (2019·江苏启东联考)已知函数 f (x)对任意的 x∈R，都有 f

1

2
＋x

＝f

1

2
－x

，函数 f (x＋1)是奇函数，

当－
1

2
≤x≤

1

2
时，f (x)＝2x，则方程 f (x)＝－

1

2
在区间[－3,5]内的所有根之和为________.

【答案】4

【分析】由 f

1

2
＋x

＝f

1

2
－x

对任意的 x∈R恒成立，得 f (x)关于直线 x＝
1

2
对称，由函数

f (x＋1)是奇函数，f (x)关于点(1,0)中心对称，根据函数对称性、周期性间关系，知函数 f (x)的周期为 2，作

出函数 f (x)的图象即可.

【解析】因为函数 f (x＋1)是奇函数，所以 f (－x＋1)＝－f (x＋1)，又因为 f

1

2
＋x

＝ f

1

2
－x

，所以 f (1－x)

＝f (x)，所以 f (x＋1)＝－f (x)，即 f (x＋2)＝－f (x＋1)＝f (x)， 所以 函数 f (x)的周期为 2，且图象关

于直线 x＝
1

2
对称．作出函数 f (x)的图象如图所示，
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由图象可得 f (x)＝－
1

2
在区间[－3,5]内有 8 个零点，且所有根之和为

1

2
×2×4＝4.

例 2 已知 ( )f x 是定义域为 ( , )  的奇函数，满足 (1 ) (1 )f x f x   ．若 (1) 2f  ，则

(1) (2) (3) (50)f f f f    …

A． 50 B．0 C．2 D．50

【答案】C

【分析】同例 1 得 f (x)的周期为 4，故 f (1) ＋f (2) ＋f (3) ＋f (4)＝f (5) ＋f (6) ＋f (7) ＋f (8) ＝···＝f (45) ＋f (46) ＋f

(47) ＋f (48)，而 f (1)＝2，f (2)＝f (0)＝0(f(1－x)＝f(1＋x)中，取 x＝1)、f (3)＝f (－1) ＝－f (1)＝－2、f (4)＝f (0)

＝0，故 f (1) ＋f (2) ＋f (3) ＋f (4)＝f (5) ＋f (6) ＋f (7) ＋f (8) ＝···＝f (45) ＋f (46) ＋f (47) ＋f (48) ＝0，所以 f (1)

＋f (2) ＋f (3) ＋···＋f (50) ＝f (47) ＋f (48) ＝f (1) ＋f (2) ＝2.

例 3 已知函数 ( )y f x 是 R上的奇函数，对任意 x R ，都有 (2 ) ( )f x f x f   (2)成立，当 1x ， 2 [0x  ，1]，且 2 2x x

时，都有 1 2

1 2

( ) ( ) 0f x f x
x x





，则下列结论正确的有 ( )

A． f (1) f (2) f (3) (2019) 0f 

B．直线 5x   是函数 ( )y f x 图象的一条对称轴

C．函数 ( )y f x 在 [ 7 ， 7]上有 5 个零点

D．函数 ( )y f x 在[ 7 ， 5] 上为减函数

【分析】根据题意，利用特殊值法求出 f (2)的值，进而分析可得 1x  是函数 ( )f x 的一条对称轴，函数 ( )f x 是周期为

4 的周期函数和 ( )f x 在区间 [ 1 ，1]上为增函数，据此分析选项即可得答案．

【解答】解：根据题意，函数 ( )y f x 是 R上的奇函数，则 (0) 0f  ；

对任意 x R ，都有 (2 ) ( )f x f x f   (2)成立，当 2x  时，有 (0) 2f f (2) 0 ，则有 f (2) 0 ，

则有 (2 ) ( )f x f x  ，即 1x  是函数 ( )f x 的一条对称轴；

又由 ( )f x 为奇函数，则 (2 ) ( )f x f x    ，变形可得 ( 2) ( )f x f x   ，则有 ( 4) ( 2) ( )f x f x f x     ，

故函数 ( )f x 是周期为 4 的周期函数，

当 1x ， 2 [0x  ，1]，且 2 2x x 时，都有 1 2

1 2

( ) ( ) 0f x f x
x x





，则函数 ( )f x 在区间 [0 ，1]上为增函数，

又由 ( )y f x 是 R上的奇函数，则 ( )f x 在区间 [ 1 ，1]上为增函数；

据此分析选项：
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对于 A， ( 2) ( )f x f x   ，则 f (1) f (2) f (3) f (4) [ f (1) f (3) ] [ f (2) f (4) ] 0 ，

f (1) f (2) f (3) (2019) 504 [f f   (1) f (2) f (3) f (4) ] f (1) f (2)  (3) f (2) 0 ， A正确；

对于 B， 1x  是函数 ( )f x 的一条对称轴，且函数 ( )f x 是周期为 4 的周期函数，则 5x  是函数 ( )f x 的一条对称

轴，

又由函数为奇函数，则直线 5x   是函数 ( )y f x 图象的一条对称轴， B正确；

对于C，函数 ( )y f x 在 [ 7 ， 7]上有 7 个零点：分别为 6 ， 4 ， 2 ，0，2，4，6；C错误；

对于 D， ( )f x 在区间 [ 1 ，1]上为增函数且其周期为 4，函数 ( )y f x 在[ 5 ， 3] 上为增函数，

又由 5x   为函数 ( )f x 图象的一条对称轴，则函数 ( )y f x 在[ 7 ， 5] 上为减函数，D 正确；

故选： ABD．

【巩固训练】

1．已知函数   1( )
2

x af x  关于 1x  对称,则    2 2 0f x f  的解集为_____.

2．已知定义在 R上的函数 ( )f x 满足 (1 ) (3 )f x f x    ，且 ( )f x 的图象与 ( ) lg
4
xg x
x




的图象有四个交点，则

这四个交点的横纵坐标之和等于___________.

3.已知函数 ( )( )f x x R 满足 (1 ) (1 ), (4 ) (4 )f x f x f x f x      ，且 3 3x   时， 2( ) ln( 1 )f x x x   ，则

(2018)f  ( )

A．0 B．1 C． ln( 5 2) D． ln( 5 2)

4.已知定义在 R 上的奇函数 )(xf ，满足 ( 4) ( )f x f x   ，且在区间[0，2]上是增函数，若方程 f(x)=m(m>0)在区间

 8,8 上有四个不同的根 1 2 3 4, , ,x x x x ，则 1 2 3 4 _________.x x x x    8

5. (多选题)已知 ( )f x 是定义域为 R的奇函数，且函数 ( 2)f x  为偶函数，下列结论正确的是( )

A．函数 ( )y f x 的图象关于直线 1x  对称 B． f (4) 0

C． ( 8) ( )f x f x  D．若 ( 5) 1f    ，则 (2019) 1f  

6．(多选题)函数 ( )f x 的定义域为 R，且 ( 1)f x  与 ( 2)f x  都为偶函数，则 ( )

A． ( )f x 为偶函数 B． ( 1)f x  为偶函数

C． ( 2)f x  为奇函数 D． ( )f x 为同期函数

7.若定义在 R上的函数  f x 满足    2f x f x   ，  1f x 是奇函数，现给出下列 4 个论断：

①  f x 是周期为 4 的周期函数；②  f x 的图象关于点  1,0 对称；

③  f x 是偶函数； ④  f x 的图象经过点  2,0 ；

其中正确论断的个数是______________.
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【答案或提示】

1．【答案】  1,2

【解析】∵函数   1( )
2

x af x  关于 1x  对称,∴  
111,

2

x

a f x


    
 

,

则由     12 2 0
2

f x f   ,结合图象可得0 2 2 2x   ,求得1 2x  .

2．【答案】8

【解析】 ( ) lg
4
xg x
x




，故 (4 ) ( )g x g x   ，即  y g x 的图象关于点 (2,0)对称，又函数 ( )f x 满足

(1 ) (3 )f x f x    ，则函数 ( )y f x 的图象关于点 (2,0)对称，所以四个交点的横纵坐标之和为 8.

3.【答案】D

【解析】因为        1 1 , 4 4f x f x f x f x      ，

所以 ( ) (2 ), ( ) (8 ) (2 ) (8 ) 8 2 6,f x f x f x f x f x f x T           

(2018) (2) ln(2 5)f f    .

4.【答案】－8

5.【答案】 BCD

6．【答案】 ABD

7.【答案】3

【解析】命题①：由    2f x f x   ，得：      4 2f x f x f x     ，

所以函数  f x 的周期为 4，故①正确；

命题②：由  1f x 是奇函数，知  1f x 的图象关于原点对称，

所以函数  f x 的图象关于点  1,0 对称，故②正确；

命题③：由  1f x 是奇函数，得：    1 1f x f x    ，

又    2f x f x   ，

所以           2 1 1 1 1f x f x f x f x f x             ，
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所以函数  f x 是偶函数，故③正确；

命题④：      2 2 2 0f f f       ，

无法判断其值，故④错误.综上，正确论断的序号是：①②③.



第 43 页 共 153 页

专题 08 三次函数的对称性、穿根法作图象

【方法点拨】

对于三次函数 f (x)＝ax3＋bx2＋cx＋d(其中 a≠0)，给出以下常用结论：

(1)当 a＞0，b2－3ac＞0 时，三次函数的图象为 N 字型；当 a＜0，b2－3ac＞0 时，三次函数的图象为反 N 字型；

当 a＞0，b2－3ac≤0时，单调递增，当 a＜0，b2－3ac≤0 时，单调递减．

(2)三次函数有对称中心(x0，f (x0))，f ″(x0)＝0.

【典型题示例】

例 1 函数   3 23 5 1f x x x x    图象的对称中心为_____.

【答案】  1, 2

【解析一】由题意设对称中心的坐标为  ,a b ，则有    2b f a x f a x    对任意 xR均成立，代入函数解析式

得，

           3 2 3 22 3 5 1 3 5 1b a x a x a x a x a x a x             

整理得到：

           3 2 3 22 3 5 1 3 5 1b a x a x a x a x a x a x              ，

整理得到   2 3 22 6 6 2 6 10 2 0b a x a a a       对任意 xR均成立，

所以 3 2

6 6 0
2 6 10 2 2
a
a a a b
 

    
，所以 1a  ， 2b  .

即对称中心  1, 2 ．

【解析二】∵f ″(x)＝6x－6 令 f ″(x)＝6x－6＝0 解得 x＝1

将 x＝1 代入得 f (x)得 f (1)＝2 ∴对称中心  1, 2 ．

例 2 已知 a3－3a2＋5a＝1，b3－3b2＋5b＝5，那么 a＋b的值是 .

【答案】2

【分析】本题的难点在于发现函数的对称性、变形为“结构相同”后逆用函数的单调性.

【解析】由题意知 a3
－3a2

＋5a－3＝－2，b3
－3b2

＋5b－3＝2，

设 f (x)＝x3
－3x2

＋5x－3，则 f (a)＝－2，f (b)＝2.

因为 f (x)图象的对称中心为(1,0)，所以 a＋b＝2.

例 3 若函数
2( )f x x x a  在区间[0,2]上单调递增，则实数 a的取值范围是 ．

【答案】 ( ,0] [3, ) 
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【解析】

2
2

2

( ),
( )

( ),
x x a x a

f x x x a
x x a x a

     
  

.

函数 ( )f x 的一个极值点是 0x  ，所以以0 为界与 a比较，进行分类讨论.

①当 0a  时，如图一，由
2( ) 3 2 0f x x ax     得， 0x  或

2
3
ax  ，欲使函数

2( )f x x x a  在区间[0,2]上

单调递增，只需
2 2
3
ax   ，即 3a  .

②当 0a  时，如图二，
2( )f x x x a  在区间[0,2]上单调递增，满足题意.

综上知，实数 a的取值范围是 ( ,0] [3, )  ．

点评:

作三次函数 f (x)＝a(x－x1) 2(x－x2)(其中 a≠0，x1≠x2)示意图的方法要点有二：

(1)当 a＞0 时，三次函数的图象为 N 字型(最右区间增)；当 a＜0 时，三次函数的图象为反 N 字型(最右区间减).

(2)x1 既是函数的零点，又是函数的极值点，从形上看，函数图象此时与 x轴相切(或称“奇穿偶回”，即 x1、x2都是函

数的零点，x1 是二重根，图象到此不穿过 x轴，即“回”，这种作函数图象的方法称为“穿根法”).

例 4 (2020·浙江·9)已知 a，bR且 ab≠0，若(x–a)(x–b)(x–2a–b)≥0 在 x≥0 上恒成立，则( )

A. a<0 B. a>0 C. b<0 D. b>0

【答案】C

【分析】本题的实质是考察三次函数的图象，设 ( ) ( )( )( 2 )f x x a x b x a b     ，欲满足题意，从形上看则必须在

x≥0 时有两个重合的零点才可以，对 a分 0a  与 0a  两种情况讨论，结合三次函数的性质分析即可得到答案.

【 解 析 】 因 为 0ab  ， 所 以 0a  且 0b≠ ， 设 ( ) ( )( )( 2 )f x x a x b x a b     ， 则 ( )f x 的 零 点 为

a
O x

y

（图一）

x

y

Oa

（图二)
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1 2 3, , 2x a x b x a b   

当 0a  时，则 2 3x x ， 1 > 0x ，要使 ( ) 0f x  ，必有2a b a  ，且 0b  ，即  b a ，且 0b  ，所以 0b  ；

当 0a  时，则 2 3x x ， 1 0x  ，要使 ( ) 0f x  ，必有 0b  .

综上一定有 0b  .

故选：C

【巩固训练】

1.已知直线 l与曲线 3 1y x x   有三个不同的交点  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，  3 3,C x y ，且 | | | |AB AC ，则

 
3

1
i i

i
x y



  __________.

2.若函数 3 2( ) 2 1( )f x x ax a    R 在 (0, ) 内有且只有一个零点，则 ( )f x 在 [ 1,1] 上的最大值与最小值的和

为 ．

3.已知函数 ( )f x 的导函数为 ( ) ( 2)( ) ( 0)f x ax x x a a     ，若函数 ( )f x 在 2x   处取到极小值，则实数 a的取值范

围是 ．

4.若函数
2( ) ( 2)f x x x a   在区间[2,4]上单调递增，则实数 a的取值范围是 ．

5. 设 aR，若 x＞0 时均有[(a－1)x－1]( x 2－ax－1)≥0，则 a＝______________．

6. 已知函数 3)( 2  xxxf ，  mx ,0 ，其中 Rm ，且 0m ，如果函数 )(xf 的值域是  2,0 ，则实数m的取

值范围为________.

7.已知 ,a R 函数
2( )f x x x a  ，求函数 y＝f (x)在区间[1,2]上的最小值.

8.已知函数 2( ) 12f x x x  的定义域是[0, ]m ，值域是 2[0, ]am ，则实数 a的取值范围是 .
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【答案或提示】

1.【答案】3

【解析】由题意，函数 3y x x  是奇函数，则函数 3y x x  的图象关于原点对称，

所以函数 3 1y x x   的函数图象关于点 (0,1) 对称，

因为直线 l与曲线 3 1y x x   有三个不同的交点      1 1 2 2 3 3, , , , ,A x y B x y C x y ，

且 | | | |AB AC ，

所以点 A为函数的对称点，即 (0,1)A ，且 ,B C 两点关于点 (0,1)A 对称，

所以 1 2 3 1 2 30, 3x x x y y y      ，于是  
3

1
3i i

i
x y



  .

2.【答案】 3

【解析】因为 (0) 1f  ,且由 2 1( ) 6 2 =6 ( ) 0
3

f x x ax x x a     得: 0x  或
1
3

x a

所以函数 ( )f x 的图象是增-减-增型，且在 0x  或
1
3

x a 处取得极值

欲使函数在 (0, ) 内有且只有一个零点，当且仅当

3 2( ) 2 ( ) ( ) 1 0
3 3 3

0
3

a a af a

a

      

 


解之得 3a  .

当  1,0x  时， ( )f x 增；  0,1x 时， ( )f x 减，

故 max( ) (0) 1f x f  ，  min( ) min (1), ( 1) 4f x f f    ，

所以 ( )f x 在[ 1,1] 上的最大值与最小值的和为 3 ．

3.【答案】    , 2 0,   

4.【答案】 ( ,2] [5, ) 

5.【答案】
2
3

a

6.【答案】1 2m 

7.【分析】对 a进行讨论,结合函数的一阶导数值判断函数在区间上的单调性,进而求出函数的最小值.
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【解析】设此最小值为 m.

①当 .)(]21[1 23 axxx，f，，a  上在区间时

因为: ),2,1(,0)
3
2(3223)(/  xaxxaxxxf

则 f(x)是区间[1,2]上的增函数,所以 m=f(1)=1-a..

②当 1<a 0)(:0)(,0)(]21[2 2  afmafaxxx，f，， 知由上在区间时 .

③当 a>2 时，在区间[1，2]上， .)( 32 xaxxf  ).
3
2(332)( 2/ xaxxaxxf 

若 ,3a 在区间(1，2)内 f/(x)>0,从而 f(x)为区间[1，2]上的增函数，由此得：m=f(1)=a-1.

若 2<a<3,则 2
3
21  a

当 ；，xfxfax 上的增函数为区间从而时 ]
3
21[)(,0)(,

3
21 / 

当 .]2,
3
2[)(2

3
2 / 上的减函数为区间从而时 axf，x 

因此，当 2<a<3 时，m=f(1)=a-1 或 m=f(2)=4(a-2).

当 )2(4,1)2(4
3
72  amaa，a 故时 ;

当 .1),2(413
3
7

 ama，aa 故时

综上所述，所求函数的最小值

























;
3
7,1

;
3
72),2(4

;21,0
;1,1

时当

时当

时当

时当

aa

aa

a
aa

m

8.【答案】 1a 
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【解析一】易知：当0 2x  ， ( )f x 增；当 2 2 3x  ， ( )f x 减；当 2 3x  ， ( )f x 增，且 (2) (4) 16f f  .

1 当0 2m  时， ( )f x [0, ]m 增

∴ 2 2( 12)m m am   ，  12 4,a m
m

     ；

2 当 2 4m  时， 2 16am  ，  2

16 1,4a
m

  ；

3 当 4m  时，
2 2( 12)m m am  ，  12 1,a m

m
    ；

综上， 1a  .

【 解 析 二 】 仅 考 虑 函 数 ( )f x 在 0x  时 的 情 况 ， 可 知

3

3

12 2 3
( )

12 2 3

x x x
f x

x x x

   
 ．

， ，

， ≥
函数 ( )f x 在 2x  时，取得极大值 16．

令 3 12 16x x  ，解得， 4x  ．

作出函数的图象(如右图所示)．

函数 ( )f x 的定义域为 [0, ]m ，值域为 2[0 ]am， ，分为以下情况考 虑 ： (1) 当

0 2m  时，函数的值域为 2[0 (12 )]m m， ，有 2 2(12 )m m am  ， 所以 12a mm  ，

因为 0 2m  ，所以 4a  ；(2)当 2 4m≤ ≤ 时，函数的值域为 [0 16]， ， 有

2 16am  ，所以 2
16a
m

 ，因为 2 4m≤ ≤ ，所以1 4a≤ ≤ ；(3)当 4m  时，函数的

值域为 2[0 ( 12)]m m ， ，有 2 2( 12)m m am  ，所以 12a m m  ，因为 4m  ，所以 1a  ；综上所述，实数 a的取值范

围是 1a≥ ．

16

O 2 2 3 4 x

y
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专题 09 利用图象求解函数零点问题

【方法点拨】

1.函数的零点就是函数图象与 x轴交点的横坐标，解决实际问题时，往往需分离函数，将零点个数问题转化为两个函

数图象交点个数问题，将零点所在区间问题，转化为交点的横坐标所在区间问题.

2.利用图象法解决零点问题，分离函数的基本策略是：一静一动，一直一曲，动直线、静曲线.

3. 利用图象法解决零点问题时，作图时要注意运用导数等相关知识分析函数的单调性、奇偶性、以及关键点线(如渐

进线)，以保证图像的准确.

【典型题示例】

例 1 (2020·天津·9)已知函数

3, 0,
( )

, 0.
x x

f x
x x


 

 
若函数

2( ) ( ) 2g x f x kx x   ( k R )恰有 4 个零点，则 k的

取值范围是( )

A.
1, (2 2, )
2

    
 

 B.
1, (0,2 2)
2

   
 



C. ( ,0) (0,2 2)  D. ( ,0) (2 2, ) 

【答案】D

【分析】由 (0) 0g  ，结合已知，将问题转化为 | 2 |y kx  与
( )( )

| |
f xh x
x

 有3个不同交点，分 0, 0, 0k k k   三

种情况，数形结合讨论即可得到答案.

【解析】注意到 (0) 0g  ，所以要使 ( )g x 恰有 4 个零点，只需方程
( )| 2 |

| |
f xkx
x

  恰有 3 个实根即可，

令 ( )h x 
( )

| |
f x
x

，即 | 2 |y kx  与
( )( )

| |
f xh x
x

 的图象有3个不同交点.

因为

2 , 0( )( )
1, 0
x xf xh x

x x
 

  


，

当 0k  时，此时 2y  ，如图 1， 2y  与
( )( )

| |
f xh x
x

 有 2 个不同交点，不满足题意；

当k 0 时，如图 2，此时 | 2 |y kx  与
( )( )

| |
f xh x
x

 恒有3个不同交点，满足题意；

当 0k  时，如图 3，当 2y kx  与 2y x= 相切时，联立方程得 2 2 0x kx   ，

令 0  得 2 8 0k   ，解得 2 2k  (负值舍去)，所以 2 2k  .
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综上， k的取值范围为 ( ,0) (2 2, )  .

故选：D.

点评：

本题是一道由函数零点个数求参数的取值范围的问题，其基本思路是运用图象，将零点个数问题转化为两函数

图象交点个数，考查函数与方程的应用、数形结合思想、转化与化归思想、导数知识、一元二次方程、极值不等式、

特值等进行分析求参数的范围.

例 2 (2020·江苏镇江三模·13)已知函数  
2

e 1

4 3,1 3

x x
f x

x x x

  
    

，
，若函数     2g x f x k x   有三个

零点，则实数 k的取值范围是__________．

【答案】
15 1 e0, ,

15 e 3
   
       

U

【解析】作  
2

e , 1

4 3,1 3

x x
f x

x x x

  
    

与 2y k x  图象，

由 2 4 3 ( 2), 0, 2x x k x k x        得 2 2 2 2( 1) (4 4) 4 3 0k x k x k     

由 2 2 2 2(4 4) 4( 1)(4 3) 0k k k       得 2 1 150
15 15

k k k   Q ，

对应图中分界线①;

由 ( 2), 0, 2y k x k x     过点 (1, )e 得
3
ek  ，对应图中分界线②；

当 ( 2), 0, 2y k x k x     与 xy e 相切于 0
0( , )xx e 时，因为 exy  ，所以

0
0 0

1( 2) 0 1,xk e k x k x k
e

       Q ，对应图中分界线③；
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因为函数     2g x f x k x   有三个零点，所以实数 k的取值范围是
15 1 e0, ,

15 e 3
   
       

U

故答案为：
15 1 e0, ,

15 e 3
   
       

U

例3 (2020·江苏南通基地校一联考·14)已知函数 2( ) ( 1) 1f x x m x    与 ( ) ln 2 2g x x x m   的零点分别为

1 2x x， 和 3 4x x， ．若 1 3 2 4x x x x   ，则实数m的取值范围是 ．

【答案】  , 1 

【分析】将问题转化为函数 y m 与函数
1( ) 1h x x
x

   和
1( ) ln
2

e x x x  交点的大小问题，作出函数图像，观察

图像可得结果.

【解析】由 2( ) ( 1) 1 0f x x m x     ，得
1 1m x
x

   ，

对于函数
1( ) 1h x x
x

   ，在  0,  上单调递增，在  ,0 上单调递减，

由 ( ) ln 2 2 0g x x x m    ，得
1 ln
2

m x x  ，

对于
1( ) ln
2

e x x x  ， ' 1 1 21
2 2

xy
x x


   得

1 ln
2

y x x  在
10,
2

 
 
 

上单调递增，在
1 ,
2

  
 

上单调递减，最

大值为
1 1 1ln
2 2 2

 ，其图像如图，
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令
1 11 ln

2
x x x

x
    得 (1, 1)A  ，要 1 3 2 4x x x x   ，则直线 y m 要在 A点下方，

1m   ，∴实数m的取值范围是 ( , 1)  ．

例 4 (2020·江苏七市(南通、泰州、扬州、徐州、淮安、连云港、宿迁)三模·13)已知函数
2

2(1 ),  0
( )

2 ,  0

k x
f x x

x k x

   
  

，

若函数 ( ) ( ) ( )g x f x f x   有且仅有四个不同的零点，则实数 k的取值范围是 ．

【答案】(27，+∞)

【解析】易知 ( ) ( ) ( )g x f x f x   是偶函数，

问题可转化为
2 2( ) ,  0kg x x k x

x
    有且仅有两个不同的零点.

分离函数得  21 2 1 0x x
k x

    ，由图形易知 k＞0，

问题进一步转化为  21 2 1 0y x y x
k x

    、 有两个交点问题.

设两个函数图象的公切点为  0 0
0

2, 1 0x x
x

 
   

 

则

02
0

2
0

0

0

2 2

2 11

0

x
x k

x
x k

x

 


  

 



，解得 0 3x  ，

所以当 2
0

0

1 2 1x
k x

   时，即 k＞27 时，上述两个函数图象有两个交点

综上所述，实数 k的取值范围是(27， )．
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例 5 (2020·江苏南通五月模拟·13)已知函数
2

2

1 0
( )

0

x

x

mx x
ef x
e mx x

   
  

， ，

， ，
若函数 ( )f x 有四个不同的零点，则实数 m 的

取值范围是 ．

【答案】
2

( , )
4
e

 

【解析】
2

2

1 0
( )

0

x

x

mx x
ef x
e mx x

   
  

， ，

，

是偶函数，问题转化为 2 =0xe mx ，即 2=xe mx ( 0x  )有两个零点

易知 0m  ，两边均为曲线，较难求解.

两边取自然对数，  =ln 2lnx m x  ，即  ln 2lnx m x  

问题即为：  ( ) lng x x m   与 ( ) 2lnh x x 有两个交点

先考察直线 y x b  与 ( ) 2lnh x x 相切，即只有一点交点的“临界状态”

设切点为 0 0( ,2 ln )x x ，则 0
0

2( ) 1h x
x

   ，解得 0 2x  ，此时切点为 (2,2 ln 2)

代入 2ln 2 2b  

再求  ( ) lng x x m   与 ( ) 2lnh x x 有两个交点时，m 的取值范围

由图象知，当  ( ) lng x x m   在直线 y x b  下方时，满足题意

故  ln 2ln 2 2m b     ，解之得
2

4
em   ，此时也符合 0m 

所以实数 m 的取值范围是
2

( , )
4
e

  ．

点评：

取对数的目的在于“化双曲为一直一曲”，简化了运算、难度，取对数不影响零点的个数.

例 6 若函数 3| |( )
2

xf x kx
x

 


有三个不同的零点，则实数 k的取值范围为 ．

【答案】
27( , )
32

    (0, )

【分析】本题的难点是“分离函数”，函数分离的是否恰当、易于进一步解题，是分离时应综合考虑的重要因素，也

是学生数学素养、能力的综合体现.本例中，可将已知变形为下列多种形式： 3| |
2

x kx
x




2| |
( 2)
x kx

x x



、 3

| | ( 2)x k x
x

  ，

31 ( 2)x x
k x


 ，···，但利用

31 ( 2)x x
k x


 较简单.

【解析】易知 0是函数 3| |( )
2

xf x kx
x

 


一个的零点，当 x≠0 时， 3| |( ) 0
2

xf x kx
x

  


可化为
31 ( 2)x x

k x


 ，考虑 1y
k
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与
3 ( 2)( ) x xg x
x


 有且只有两个非零零点. 如下图，

利用导数知识易得： min
4 32( ) ( )
3 27

g x g   

由图象得：
32 1 0
27 k

   或
1 0
k
 ，解之得：

27
32

k   或 0k 

所以实数 k的取值范围为
27( , )
32

    (0, )．

例 7 (2020·南通基地校第三次联考·14)已知函数
2 4( ) ln(e 1)xf x   ， ( ) 2g x x a   ．若关于 x 的方程

( ) ( )f x g x 有四个不相等的实数解，则实数 a的取值范围是 ．

【答案】  4ln 2, ln(e 1) 2 

【分析】从结构上看，首先考虑“对化指”，方程
2 4 2 4 2ln(e 1) 2 e 1 e 0x x x ax a           ，属于复合函数的

零点问题，内函数是指数型，外函数是二次函数.设
2 4 2( ) e 1 ex x ah x      ， x R ，则 ( )h x 为偶函数，研究 “一

半”， 令
2ext  ，x＞0，则关于 t 的方程

2 e 1 0at t   在( 2e ， )内有两个不相等的实根，分离参数，利用“形”

立得.

【解析】方程
2 4 2 4 2( ) ( ) ln(e 1) 2 e 1 e 0x x x af x g x x a            

令
2 4 2( ) e 1 ex x ah x      ， x R ，则显然 ( )h x 为偶函数，

所以方程 ( ) ( )f x g x 有四个实根函数
2 4 2( ) e 1 ex x ah x      ，x＞0 有两个零点，

令
2ext  ，x＞0，则关于 t的方程

2 e 1 0at t   ，

即
1ea t
t

  在( 2e ，  )内有两个不相等的实根，

结合函数
1y t
t

  ，
2et  的图像，得

2 22 e e ea    ，

即
4ln 2 ln(e 1) 2a    ，

则实数 a的取值范围是  4ln 2, ln(e 1) 2  ．
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【巩固训练】

1. 已知函数 ( ) 2xf x e x a   有零点，则实数a的取值范围是____________.

2. 已知函数 2 2( ) (2 1) (3 1)( 2) ( 2)x xf x a a e a x e x       有四个零点，则实数 a的取值范围是__________．

3. 已知 e 为自然对数的底数，若方程|xlnx—ex+e|=mx 在区间[
e
1

,e2]上有三个不同实数根，则实数 m 的取值范围是

________.

4.已知关于 x的方程
2
x

kx
x




有三个不同的实数解，则实数 k的取值范围是______.

5．(2020·南通中学·二调)已知函数 2( ) ( 1) 2f x x a x    有两个零点 1 2,x x ，函数 ( ) ln 2g x x x a   有两个零点

3 4,x x ，满足 1 3 2 4x x x x   ，则实数 a的取值范围为 ．

6. (2020·江苏天一中学·12 月考)已知函数 3

2 ln , 0
( )

, 0
e x x

f x
x x x


 

 
，若函数 2( ) ( )g x f x ax  有三个不同的零点，则实数

a的取值范围是_____.

7.(2020·江苏徐州打靶卷·13)已知函数

2 1, 0
( ) 1 , 0

2

x
x

x x x
f x e e x

x

   
 

 

， ( ) xg x me (其中m是非零实数)，若函数 ( )y f x 与

函数 ( )y g x 的图象有且仅有两个交点，则的取值范围为 .

8.(2020·河北衡水中学八调)已知函数
2 2( ) (2 1) (3 1)( 2) ( 2)x xf x a a e a x e x       有四个零点，则实数 a 的取

值范围是__________．

A.
1 ,1
2

 
 
 

B.
11,

2
e  

 
 

C.
1 1,
2 2
e  

 
 

D.
1 1,1 1,
2 2

e       
   

9．已知函数
3( )f x x a a
x

    ，a R ，若关于 x的方程 ( ) 2f x  有且仅有三个不同的实根，且它们成等差数列，

则实数 a取值的集合为 ．
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【答案或提示】

1.【答案】 ( , 2 ln 2 2] 

2.【答案】
1 1,1 1,
2 2

e      
   

3.【答案】
1 2, 2e e
e

）
é
ê - - -
êë

【解析】方程两边同时除以 x，令 ( ) ln ef x x e
x

= - + ，问题转化为 ( )y f x= 与 y m= 的图象在区间[
e
1
,e2]上有三

个交点.

∵
2 2

1( ) e x ef x
x x x

-
¢ = - = ，

∴当
1( , )x e
e

Î 时， ( ) 0f x¢ < ， ( )f x 减；当 2( , )x e eÎ 时， ( ) 0f x¢ > ， ( )f x 增.

故 当 x e= 时 ， ( )f x 取 得 极 小 值 ， 且 ( ) 2 0f e e= - < . 又 (1) 0f = ， 21( ) 1 0f e e
e

= - - > ，

2 1( ) 2 0f e e
e

= - + <

作出 ( )y f x= 的图象，由图象知实数m的取值范围是：
1 2, 2e e
e

）
é
ê - - -
êë

.

4.【答案】
10
2

k 

【解析】

1 , 0
2
1 , 0

2
, 0

x
x

k x
x

R x

  
   




，画图得出 k的取值范围．

5．【答案】 ( , 2) 

6.【答案】 (0,1) { 2}
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【提示】易知 0 是其中一个零点，问题转化为 y a 与函数
2

2 ln , 0
( )

1 , 0

e x x
xk x

x x
x

  
  


有两个不同的零点.

7.【答案】 













e
3,1

2
1,0

【提示】转化为函数

2 1, 0
( )

1 1 , 0
2

x

x x x
eF x
x

x

  
 

  


与函数 ( )G x m 的图象有且仅有两个交点最简.

8.【答案】 D

【提示】 ( ) ( 2) (2 1) ( 2)x xf x ae x a e x            ，根据对称性，只需考察
1 ( 2)xe x
a

  有两个零点，得0 a e  ，

故有

0
0 2 1

2 1

a e
a e

a a

 
   
     

，前两者是保证两方程各自有两解，这里( )易漏，它是保证两方程解不相同的.

9．【答案】
9 5 3 33,
5 8

   
  

专题 10 平凡恒等式

【方法点拨】

平凡恒等式  max ,a b a b a b    .

说明：1. 平凡恒等式即三角不等式 a b a b a b     的延拓，其证明只需对 a、b的符号分类讨论即可.

2. 遇到“双绝对值”问题使用平凡恒等式可实现“秒杀”.

【典型题示例】

例 1 函数 ( ) cos cos 2f x x x  的最小值是 .

【答案】
2

2

思路一：换元+奇偶性+去绝对值

2( ) cos cos 2 cos 2cos 1f x x x x x     是偶函数

设 cos ( 1 1)x t t   
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则

2

2

2

22 1,0
22 1

22 1, 1
2

t t t
y t t

t t t


        
    

(下略).

思路二：周期性+奇偶性+去绝对值

( ) cos cos 2f x x x  是偶函数，且其最小正周期是

2

2

2cos cos 1, 0,
4

( ) cos cos 2
2cos cos 1, ,

4 2

x x x
f x x x

x x x



 

           
        

(下略).

思路三：平凡恒等式

 max cos cos 2 , cos cos 2y x x x x  

设 cos ( 1 1)x t t   

则  2 2max 2 1 , 2 1y t t t t     ，  1,1t 

由 2 22 1 2 1t t t t     得
2

2
t  ，此时取得最小值

min
2

2
y  .

例 2 (2016·浙江) 已知向量 a、b, ｜a｜ =1，｜b｜ =2，若对任意单位向量 e，均有

｜a·e｜+｜b·e｜ 6 ,则 a·b 的最大值是 ．

【答案】
1
2

【解析】 2 2 1| ( ) | | | | | 6 | | 6 | | | | 2 6
2

a b e a e b e a b a b a b a b                 
              

，即最大值为
1
2

.

【巩固训练】

1. 函数 ( ) sin sin 3f x x x  的最大值是 .

2.在平面直角坐标系中，定义 1 2 1 2( , )d P Q x x y y    为 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y 两点之间的“折线距离”，则椭圆上

2
2 1

2
x y  的一点 P和直线 4 3 12 0x y   上的一点 Q的“折线距离”的最小值是 .

3. 已知向量 a、b, ｜a｜ =1，｜b｜ =2，若对任意单位向量 e，均有｜a·e｜+｜b·e｜ 6 ,则 a·b 的最小值是 ．
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【答案或提示】

1.【答案】 2

2.【答案】
413
4



3.【答案】
1
2



【解析】 2 2 1| ( ) | | | | | 6 | | 6 | | | | 2 6
2

a b e a e b e a b a b a b a b                 
              

，即最大值为
1
2

.
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专题 11 构造形求最值类问题

【方法点拨】

一般地，对于以下结构的问题需要注意其式子的几何意义：

(1) （x－a）2＋（y－b）2表示两点间的距离或向量的模；

(2)k＝y－b
x－a

表示过点(a，b)与(x，y)的直线的斜率；

(3)Ax＋By与直线 Ax＋By＋C＝0的截距有关；

(4)P(cosθ，sinθ)表示单位圆 x2＋y2＝1 上的任意一点；

(5)a2±ab＋b2与余弦定理有关，在解题过程中可以利用这些式子的几何意义构造一些特殊的函数.

【典型题示例】

例 1 (2021·江苏南京六校联合体期初)(多选题)已知 1 1 1ln 2 0x x y    ， 2 22 2ln 2 6 0x y    ，记 M＝

2 2
1 2 1 2( ) ( )x x y y   ，则( )

A．M 的最小值为
16
5

B．当 M 最小时， 2
14
5

x 

C．M 的最小值为
4
5

D．当 M 最小时， 2
12
5

x 

【答案】AB

【分析】看到所求式子的结构特征，立即联想“距离公式”，运用“形”知 M 的几何意义，为函数 图象

上的点到直线 2 2ln 2 6 0x y    上的点的距离的最小值的平方，再使用导数知识，转化为与直线

2 2ln 2 6 0x y    平行的切线间距离.

【解析】由 ，得 ，

的最小值可转化为函数 图象上的点到直线 2 2ln 2 6 0x y    上的点

的距离的最小值的平方，

由 得 ，

因为与直线 2 2ln 2 6 0x y    平行的直线斜率为 ，
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所以 ，解得 ，则切点坐标为 ，

所以 到直线 2 2ln 2 6 0x y    上的距离

2 2ln 2 2ln 2 6 4 5
55

d
  

  ，

即函数 上的点到直线 2 2ln 2 6 0x y    上的点的距离最小值为
4 5

5
，

所以 的最小值为
16
5

，

又过 且与 2 2ln 2 6 0x y    垂直的直线为 ，即 ，

联立
2 2 ln 2 6 0

2 ln 2 4 0
x y
x y
   

    
，解得 ，

即当 最小时，
14
5

x  ．

故选：AB．

例 2 已知不等式(m－n)2＋(m－lnn＋λ)2≥2 对任意 m∈R，n∈(0，＋∞)恒成立，则实数λ的取值范围为________．

【答案】[1，＋∞)

【分析】由于条件“(m－n)2＋(m－lnn＋λ)2≥2”中平方和的特征，可联想到两点(m，m＋λ)，(n，lnn)的距离公式，而点(m，

m＋λ)，(n，lnn)分别是直线 y＝x＋λ和曲线 f(x)＝lnx上动点，故可转化为直线 y＝x＋λ和曲线 f(x)＝lnx上点之间的

距离大于等于 2.

【解析】条件“不等式(m－n)2＋(m－lnn＋λ)2≥2 对任意 m∈R，n∈(0，＋∞)恒成立”可看作“直线 y＝x＋λ以及曲线 f(x)

＝lnx上点之间的距离恒大于等于 2”．

如图，当与直线 y＝x＋λ平行的直线与曲线 f(x)＝lnx相切时，两平行线间的距离最短，f′(x)＝1
x
＝1，故切点 A(1,0)，

此切点到直线 y＝x＋λ的距离为
|1＋λ|

2
≥ 2，解得λ≥1 或λ≤－3(舍去，此时直线与曲线相交)．
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例 3 已知对于一切 x，y∈R，不等式 0218281 2
2

2  ay
x

xy
x

x 恒成立，则实数 a 的取值范围

是 ．

答案：( ], 6- ¥

解析：
2 2 29( ) ( 2 ) 2x y y a

x
     

左边的几何意义是动点
9( , )x
x

与动点
2( , 2 )y y- - 的距离平方.

例 4 (2020·衡水中学上学期期中)设 2 2( ) ( 2 ) 2xD x a e a a      ，其中 2.71828e  ，则D的最小值是

__________.

答案： 2 1

解析 : 2 2( ) ( 2 ) 2xD x a e a a      的几何意义是：曲线
xy e 上点  , xP x e 与曲线 2y x 上点

 , 2Q a a 的距离与Q点到 y轴的距离和再加 2，而Q点到 y轴的距离利用抛物线的定义，可转化为Q点到抛

物线(第一象限部分)的焦点 F(1,0)的距离减去 1，故所求即为 F到曲线
xy e 上点距离的最小值再加 1，利用导数

知识易求得.

【巩固训练】

1.已知 aR，若实数 x、 y满足 2 3lny x x   ，则    2 22a x a y    的最小值为( )

A．3 2 B． 2 2 C．8 D．18

2.已知 a－ln b＝0，c－d＝1，则(a－c)2＋(b－d)2 的最小值是( )

A．1 B. 2

C．2 D．2 2

3.已知函数
3 1( )
4

f x x
x

   ，若直线 1l ， 2l 是函数 ( )y f x 图象的两条平行的切线，则直线 1l ， 2l 之间的距离的最

大值是_____．

4.设点 P在函数   1 e
2

xf x  的图象上，点 Q在函数    ln 2g x x 的图象上，则线段 PQ长度的最小值为_________．

5. 在平面直角坐标系 xOy中，已知曲线 y＝ m
x＋1

(m＞0)在 x＝1 处的切线为 l，那么点(2，－1)到直线 l的距离的最大

值为________．

6.若实数 a、b、 c、 d 满足 143ln22







d
c

b
aa

，则
22 )()( dbca  的最小值为 .
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7.已知函数  
ln , 1
1 1 , 1
2 2

x x
f x

x x


 

 
，若m n ，且    f m f n ，则 n m 的最小值是_____.
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【答案或提示】

1.【答案】C

【解析】点  ,x y 在曲线 2 3lny x x   上，点  , 2a a  在曲线 2y x  上，

   2 22a x a y    的几何意义就是曲线 2 3lny x x   上的点  ,x y 到曲线 2y x  上点  , 2a a  的距离最小

值的平方，如下图所示：

考查曲线  23ln 0y x x x   平行于直线 2y x  的切线，

3 2y x
x

   ，令
3 2 1y x
x

    ，解得 1x  或
3
2

 (舍去)，

所以，切点为  1, 1 ，该切点  1, 1 到直线 2y x  的距离
1 1 2

2 2
2

 
 就是所要求的曲线 2 3lny x x   上的

点与直线 2y x  上的点之间的最小距离，

故    2 22a x a y    的最小值为  2
2 2 8 ，故选：C．

2.【答案】C

【解析】设(b，a)是曲线 C：y＝ln x上的点，(d，c)是直线 l：y＝x＋1 上的点，则(a－c)2＋(b－d)2 可看成曲线 C上的

点到直线 l上的点的距离的平方．对函数 y＝ln x求导得 y′＝
1
x
，令 y′＝1，得 x＝1，则 y＝0，所以曲线 C上到直线

y＝x＋1 的距离最小的点为(1,0)，该点到直线 y＝x＋1 的距离为
|1－0＋1|
12＋－12

＝ 2.因此(a－c)2＋(b－d)2的最小值为( 2)2

＝2.故选 C.

3.【答案】2

4.【答案】  2 1 ln 2

【解析】由题，因为   1 e
2

xf x  与    ln 2g x x 互为反函数，则图象关于 y x 对称，

设点 P为  ,x y ，则到直线 y x 的距离为

1
2

2

xe x
d


 ，
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设   1
2

xh x e x  ，则   1 1
2

xh x e   ，令 ( ) 0g x¢ = ，即 ln 2x  ，

所以当  , ln 2x  时，   0h x  ，即  h x 单调递减；当  ln 2,x  时，   0h x  ，即  h x 单调递增，

所以    min
ln 2 1 ln 2h x h   ，则 min

1 ln 2
2

d 
 ，所以 PQ 的最小值为  min2 2 1 ln 2d   ，

线段 PQ长度的最小值为  2 1 ln 2 ．

5.【答案】 2

6.【答案】
 

5
2ln12 2

【分析】由平方结构特点产生了结构联想：类似两点间的距离公式，    dcBbaA ,,,

【解析】∵ 143ln22







d
c

b
aa

, 2 2ln , 3 4b a a d c    

∴    dcBbaA ,,, 分别为两个函数
2 2ln , 3 4y x x y x    的图象上任意一点.

  2,0,31222
2

/ 


 aa
a
a

a
ab  ，所以  2ln24,2 A ，所以过  2ln24,2 A 点且斜率为 3 的切线

方程为：    232ln24  xy ，

即 1l :3x-y-2-2ln2=0, 2l :y=3x-4

两直线的距离即为    dcBbaA ,,, 之距的最小值，即为
10

2ln22 
，但是所求为距离的平方，所以结果为

 
5

2ln12 2
.

点评：这种平方和结构从形的角度常想到两点的距离，从数的角度常想到基本不等式.
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7.【答案】3 2 ln 2

【分析】根据几何意义，满足条件的点在曲线 ( ) ln ( 1)f x x x  上，该点处切线与
1 1
2 2

y x  平行.

【解析】设 0 0 0( , ln )( 1)x x x  为曲线 ( ) ln ( 1)f x x x  上一点，当该点处切线与
1 1
2 2

y x  平行时，满足题意.

令 0
0

1 1( )
2

f x
x

  得 0 2 1x   满足题意，即 2n 

把 0 2x  代入 ( ) lnf x x 得 0 ln 2y 

把 0 ln 2y  代入
1 1
2 2

y x  得 2 ln 2 1x   ，即 2 ln 2 1m  

∴ 2 (ln 2 1) 3 ln 2n m      即为所求.

专题 12 利用切线求解恒成立

【方法点拨】

1.利用“形”解决恒成立问题(两个均为曲线)，可考虑两曲线在公切点处的取值情况；

2.零点问题有时也可以转化为

【典型题示例】

例 1 (2021·江苏南京市期初)若不等式
2( 1)e 1xax bx   对一切 xR 恒成立，其中 a，bR，e 为自然对数的底

数，则 a＋b的取值范围是 ．

【答案】(－∞，﹣1]
【分析】思路一：直接转化为为最值问题；

思路二：利用“形”， 不等式
2( 1)e 1xax bx   对一切 xR 恒成立，即

2 1 e xax bx    ，设
2( ) 1f x ax bx   ，

( ) e xg x  ，因为 ( )f x 恒过点  0,1 ，故只需 2( ) 1f x ax bx   开口朝下，且在点  0,1 与 ( ) e xg x  有相同的公

切线即可.

【解析一】令
2( ) ( 1)e xf x ax bx   ， ( ) (0)f x f 恒成立，显然 a≤0，

2( ) e [ (2 ) 1]xf x ax a b x b      ，则 (0) 1 0 1f b b       ，
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2( ) e [ (2 1) ] e ( 2 1)x xf x ax a x x ax a       ，

当 a＝0 时， ( )f x 在(，0)递增，(0， )递减， ( ) (0)f x f 符合题意，

a＜0 时， ( )f x 在(，
1 2a
a


)递减，(
1 2a
a


，0)递增，(0， )递减

x＜
1 2a
a


，
2 1 0 ( ) 0ax x f x     ，故 ( ) (0)f x f 符合题意，

综上，a≤0，b＝﹣1，因此 a＋b(，﹣1]．

【解析二】不等式
2( 1)e 1xax bx   可化为

2 1 e xax bx    ，

令
2( ) 1f x ax bx   ， ( ) e xg x 

当 0a  时，因为 ( )f x 恒过点  0,1 ，故只需直线 2( ) 1f x ax bx   为 ( ) e xg x  在点  0,1 处 ( ) e xg x  的切线即

可，易得 1b   ，此时 1a b   .

当 0a  时，因为 ( )f x 恒过点  0,1 ，为使 2 1 e xax bx    对一切 xR 恒成立，只需
2( ) 1f x ax bx   开口朝下，

且在点  0,1 与 ( ) e xg x  有相同的公切线即可，

故
0

(0) 1
a
f b


    
，此时 1a b   .

综上，a＋b的取值范围是 1a b   .

例 2 已知 e 为自然对数的底数，函数
2( ) xf x e ax  的图像恒在直线

3
2

y ax 上方，则实数 a 的取值范围

为 ．

【答案】
2( ,0]
e



【解析】依题意，有：
2xe ax 

3
2
ax，即

xe  2 3
2

ax ax 恒成立，

a＝0 时显然成立，

a＞0 时，右边为开口向上的抛物线，不可能恒成立，

所以，要使不等式恒成立，需 a≤0.

当 a＜0 时，设
2 3( )

2
f x ax ax  ， ( ) xg x e

易知两函数的凸凹性相反，故只需考虑两函数图象有且仅有一个公共点，即有公切线的“临界状态”时的切点坐标.
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设公切点为  0
0 , xx e ，则

0

0

2
0 0

0

3
2
32
2

x

x

e ax ax

e ax a

  

  


，解之得 0 0
31
2

x x  或 （舍）

∴切点为  11,e

为使 ( ) ( )f x g x ， 只需
11( 1)

2
f a e    ，故

2a
e

 

又 a＜0，所以
2 0a
e

   .

综上，实数 a的取值范围为
2( ,0]
e

 ．

【巩固训练】

1.设函数f(x)＝ax2－a－lnx，其中 a∈R，若不等式f(x)≥1－a 恒成立，则实数a 的取值范围为 ．

2.(2019·天津理·8)已知aR，设函数

2 2 2 , 1,
( )

ln , 1.
x ax a x

f x
x a x x

   
 

 
若关于 x的不等式 ( ) 0f x  在R上恒成立，

则 a的取值范围为

A． 0,1 B． 0,2 C． 0,e D． 1,e

3.设函数 2( ) lnf x x ax ax   ， a为正实数，若函数 ( )f x 有且只有1个零点，则 a的值为 ．

4.若曲线 2
1C y x： 与曲线 2 ( 0)

xeC y a
a

 ： 存在公共切线，则实数a 的取值范围为 ．



第 70 页 共 153 页

【答案或提示】

1.【答案】 ,
2
e  

2.【答案】 C

3.【答案】1

【解析】 遇含参问题能分离变量则分离. 函数 ( )f x 有且只有1个零点，意即 ( ) lng x x 与 2( )h x ax ax  的图象只有

一个交点，由于 ( ) lng x x 与 2( )h x ax ax  均过点 (1,0) ，所以 ( )f x 的零点为 1x  .

所以 ( ) lng x x 与 2( )h x ax ax  在点 (1,0) 处相切，

故   1
(1) 2

x
h ax a a


    与

1

1(1) 1
x

g
x 

    
 

相等，所以 1a  .

4.【答案】
2

,
4
e 
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专题 13 两边夹

【方法点拨】

1．重要不等式：

(1)对数形式：x≥1＋ln x(x>0)，当且仅当 x＝1 时，等号成立．

(2)指数形式：ex≥x＋1(x∈R)，当且仅当 x＝0 时，等号成立．进一步可得到一组不等式链：ex>x＋1>x>1＋ln x(x>0，

且 x≠1)．

2．树立一个转化的意识，即“等”与“不等”间的互化.

【典型题示例】

例 1 若实数 ,a b满足  
2

2ln ln 2 4 2
2
aa b b    ，则( )

A.
12
4

a b   B.
12 2
4

a b  

C. 2 3a b  D. 2 4 1a b 

【答案】A

【分析】思路一：据果变形，直接使用重要不等式 )0(ln1  xxx ，两边夹逼将不等式转化为等式.

思路二：一边一个变量，构造两个函数，分别求出其最值，夹逼将不等式转化为等式.

【解析一】∵      
2

22ln ln 2 ln ln 2 ln ln 4
2
aa b a b b    

∴  
2 2

ln ln 4 4 2
2 2
a ab b   

易知 )0(ln1  xxx ，当且仅当 x=1 时，“=”成立

∴
2 2

1 ln
2 2
a a

  ，  4 1 ln 4b b  当且仅当 2a  ，
1
4

b  时，“=”成立

根据不等式性质有  
2 2

4 2 ln ln 4
2 2
a ab b   

所以  
2 2

ln ln 4 4 2
2 2
a ab b   

此时必有 2a  ，
1
4

b  (下略).

【解析二】∵  
2

2ln ln 2 4 2
2
aa b b   

∴  
2

2ln 4 ln 2 2
2
aa b b    
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令
2

( ) 2 ln
2
af a a  ，  ( ) 4 ln 2 2g b b b  

利用导数知识易求得 max( ) ( 2) ln 2 1f a f   ， min( ) ( ) ln 2 1g b g b  

所以 ( ) ( )f a g b ，即  
2

2ln ln 2 4 2
2
aa b b   

故  
2

2ln ln 2 4 2
2
aa b b    ，此时 2a  ，

1
4

b  (下略).

例 2 (2020·赣榆中学第二学期期初模拟检测·14)已知 dcba ,,, 都是正数， cddce  )ln(ln ， )(4 2 bae ba  ，

则
dc

cdab


 的最大值是 ．

【答案】
2

2 e


【分析】由  (ln ln ) ln cde c d cd cd
e

    ，换元令 ( 0)cd t t  ，则 ln tt
e

 ，考虑“形”， ln tt
e

 恒成立，夹

逼得 cd e ，同理处置 )(4 2 bae ba 
，最后使用基本不等式求解.

【解析】  (ln ln ) ln cde c d cd cd
e

    ，令 ( 0)cd t t  ，则 ln tt
e



事实上 ln tt
e

 (当且仅当 t e 时，“=”成立)，故 cd e ；

2 24 ( )
4

a b a b a be a b e    
    ，令 ( 0)a b u u   ， 则

2
2

4
u ue  

事实上
2

2

4
u ue   (当且仅当 2u  时，“=”成立)，故 2a b  ；

所以 2
2

a bab 
  ，

2 22
cd cd cd e
c d cd

  


(当且仅当 a b ， c d 时，“=”成立)

故
dc

cdab


 的最大值是
2

2 e
 ．

【巩固训练】
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1.已知正实数 ,x y满足 2 2 ln ln
2
x y x y    ，则 yx  ．

2.(2019·江苏苏州·最后一卷)己知实数 a，b，c满足��+�+�2�−�−1 ≤ � + 2� + 1(e 为自然对数的底数)，则�2+�2的最

小值是 .

3.若对于任意正实数 ,x y，不等式 2 24 2x y x yax e e      恒成立，则实数 a的最大值是 ．

4. 己知实数 a，b满足 2ln� − �2� ≥ �2 − 2� − 2(e 为自然对数的底数)，则 a+2b= .
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【答案或提示】

1.【答案】 2

2.【答案】
1
5

【分析】将已知变形为��+�+�2�−�−1 ≤[(� + � ) + 1] + [ 2� − � − 1 + 1]，联系重要不等式�� ≥ � + 1，夹逼得

=0 2 1=0a c b c  ， .

【解析】∵ e 1x x  ∴ ea c a c   ， 2 1e 2 1b c b c    

所以    2 1e +e + 2 1 = 2 1a c b c a c b c a b        

又∵ 2 1e +e 2 1a c b c a b      ∴ 2 1e +e = 2 1a c b c a b    

当且仅当 =0 2 1=0a c b c  ， 时成立

∴  
2

22 2 21 5 1=
2 4 2 4
c ca b c c       

 
，所以 2 2

min

1
5

a b    .

3.【答案】
1
2

4.【答案】1
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专题 14 利用函数同构解题
【方法点拨】

1.一个方程中出现两个变量,适当变形后,使得两边结构相同;或不等式两边式子也可适当变形,使其两边结构

相同,然后构造函数,利用函数的单调性把方程或不等式化简.

2.为了实现不等式两边“结构”相同的目的，需时时对指对式进行“改头换面”，常用的方法有： ln xx e 、

lnx x xxe e  、 2 2lnx x xx e e  、 ln
x

x xe e
x

  、 ln ln lnx a ax  、 ln 1 ln xx
e

  ，有时也需要对两边同时加、乘某式等.

3.常见同构式:

lnx x与 xxe 型： lnln ln xx x xe ， lnx x xxe e e ； lnx x 与 xx e 型： lnln ln xx x x e   ， lnx x xx e e e   .

【典型题示例】

例 1 (2020·新课标卷Ⅱ文数·12)若 2 2 3 3x y x y    ，则( )

A． ln( 1) 0y x   B． ln( 1) 0y x   C． ln | | 0x y  D． ln | | 0x y 

【答案】A

【分析】将已知 2 2 3 3x y x y    按照“左右形式形式相当，一边一个变量”的目的变形，然后逆用函数的单调性.

【解析】由2 2 3 3x y x y    移项变形为2 3 2 3x x y y   

设 ( ) 2 3x xf x  

易知 ( )f x 是定义在 R 上的增函数，故由2 3 2 3x x y y    ，可得 x y ，所以 0 1 1,y x y x      从而

ln( 1) 0y x   ，故选 A．

例 2 (2020·山东·21)已知函数 1( ) e ln lnxf x a x a   ，若 ( ) 1f x  ，求 a的取值范围.

【解析】将 ( ) 1f x  按照左右结构相同、变量移至一边的原则进行变形：

由 1( ) e ln ln 1xf x a x a    移项得： 1e ln ln 1xa a x   

即 ln 1e ln ln 1a x a x     ，两边同时加( 1x  )得 ln 1e ln 1 lna x x a x x      

即  ln 1 lne ln 1 lna x xx a x e      

设 ( ) exg x x  ，则 ( ) 1 e 0xg x    ，所以 ( )g x 单增

所以 ln 1 lna x x   ，即 ln ln 1 0x x a   

设 ( ) ln ln 1h x x x a    ，则
1( ) 1h x
x

   ，所以 ( )h x 在 (0,1) 单减，在 (1, ) 单增，

所以 min( ) (1) ln 1 0h x h a    ，所以 1a  .

点评：对原不等式同解变形，如移项、通分、取对数、系数升指数等，把不等式转化为左右两边是相同结构的式子的
结构，根据“相同结构”构造辅助函数．
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例 3 已知函数 ( ) 3 3x xf x   ， 3 3 1
3

(1 2log ) (3log 1) logf t f t t    ，则 t 的取值范围是 ．

【答案】[1, )

【分析】这里 可以发现 1 3 3 3
3

log log (2 log 1) (3log 1)t t t t      ,将 3 3 1
3

(1 2log ) (3log 1) logf t f t t   
移项变形

为 3 3 3 3(3log 1) (3log 1) (2log 1) (1 2log )t tf t f t       ， 易 知 ( ) 3 3x xf x   是 奇 函 数 ，

3 3(1 2log ) (2log 1)tf t f    ，故进一步变形为 3 3 3 3(3log 1) (3log 1) (2 log 1) (2 log 1)f t t f t t       ，此时,

得到一个“左右形式相当，一边一个变量”的不等式，令 ( ) ( )F x f x x  ，问题转化为 3 3(3log 1) (2 log 1)t tF F   ，

只需研究 ( ) ( )F x f x x  的单调性，逆用该函数的单调性即可.

【解析】∵ 1 3 3 3
3

log log (1 2log ) (3log 1)t t t t      

∴ 3 3 1
3

(1 2log ) (3log 1) logf t f t t   
可变形为：

3 3 3 3(3log 1) (3log 1) (2log 1) (1 2log )t tf t f t      

∵ ( ) 3 3x xf x   是奇函数

∴ 3 3(1 2log ) (2log 1)tf t f   

∴ 3 3 3 3(3log 1) (3log 1) (2 log 1) (2 log 1)f t t f t t      

令 ( ) ( ) 3 3x xF x f x x x     ，则 ( ) ln 3 3 ln 3 3 1 0x xF x       

∴ ( )F x 单增

∴ 3 33log 1 2log 1t t   ，即 3log 0t  ，解之得 1t 

所以 t 的取值范围是[1, ) ．

例 4 已知实数 1x ， 2x 满足 1 3
1

xx e e ，   5
2 2ln 2x x e  ，则 1 2x x  ______.

【分析】由已知条件考虑将两个等式转化为统一结构形式，令 2
2 2ln 2 , tx t x e    ，得到 3tte e ，研究函数

( ) xf x xe 的单调性，求出 1,x t关系，即可求解.

解法一：实数 1x ， 2x 满足 1 3
1

xx e e ，   5
2 2ln 2x x e  ，

2
1 20,x x e  ， 2

2 2ln 2 0, tx t x e     ，则 3tte e ，

( ) ( 0), ( ) ( 1) 0( 0)x xf x xe x f x x e x      ，
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所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递增，而 3
1( ) ( )f x f t e  ，

5
1 2 1 2 2 2ln 2, (ln 2)x t x x x x x e        .

解析二：对 1 3
1

xx e e 两边取自然对数得： 1 1ln 3x x  ，

对   5
2 2ln 2x x e  两边取自然对数得：  2 2ln ln ln 2 5x x   (※)

为使两式结构相同，将(※)进一步变形为：    2 2ln 2 ln ln 2 3x x   

设 ( ) lnf x x x  ，则
1( ) 1 0f x
x

   

所以 ( )f x 在 (0, ) 单调递增， ( ) 3f x  的解只有一个.

∴ 1 2ln 2x x  ， ∴   5
1 2 2 2ln 2x x x x e  

点评:两种解法实质相同，其关键是对已知等式进行变形，使其“结构相同”，然后构造函数，利用函数的单调性，利用

是同一方程求解.

【巩固训练】

1.如果 5 5 3 3cos sin 7(cos sin )      ， [0, 2 )  ，则 的取值范围是______________.

2.不等式 3
3

8 10 5 0
( 1) 1

x x
x x

   
 

的解集是______________.

3.已知  0,2  ，若关于 k 的不等式  3 3sin cos sin cosk      在  , 2  上恒成立，则  的取值范围

为 ．

4.已知实数 a，b (0，2)，且满足 2 2 44 2 4
2

a
ba b b     ，则 a＋b 的值为_______．

5. (2020·新课标Ⅰ理数·12)若 2 42 log 4 2loga ba b   ，则( )

A. 2a b B. 2a b C. 2a b D. 2a b

6.设方程 2 4xx   的根为m，设方程 2log 4xx   的根为n，则m n = .

7.已知 a3－3a2＋5a＝1，b3－3b2＋5b＝5，那么 a＋b 的值是 .

8.不等式 x x x x x x              ( ) ( ) 的解集是 .

9. 若 1x 满足方程 2 2 5xx   ， 2x 满足方程 -1
22 log 5xx  （ ） ，则 1 2x x = .



第 78 页 共 153 页

【答案或提示】

1.【答案】
5( , )

4 4
 

2.【解析】原不等式可化为：
3

32 25 5
1 1

x x
x x

        

构造函数 3( ) 5f x x x  ，则 2( ) 3 5 0f x x    ， ( )f x 在 R上单增

所以
2

1
x

x



，解之得 2 1x x   或-1

所以原不等式解集是 2 1x x x   或-1 .

3.【答案】 0,
4
 

  

【分析】本题的实质是含参数  ( 这里当然是 sin  、cos  ) 的不等式恒成立问题，应抓住已知条件

 3 3sin cos sin cosk      的对称结构，构造函数，利用函数的单调性布列不等式.

【解析】看到  3 3sin cos sin cosk      想“对称结构”，将它变形为：

3 3sin sin cos cosk k      ，

设 3( )f x kx x  ， 2 1( ) 3
2

f x kx
x

  

易知当  , 2k   时， 2 1( ) 3 0
2

f x kx
x

    ，故 ( )f x 在  0, 单减，

所以

sin cos
sin 0
cos 0

 




 
 

，解之得： 0
4
 

所以 的取值范围 0,
4
 

  
．

4.【答案】2

【分析】将 2 2 44 2 4
2

a
ba b b     化为： 2 2 22 (2 ) 2a ba b     ，设   2 2xf x x  ，则  f x 在  0,2 上递增，

由    2f a f b  ，得 a＋b 的值.

【解析】由 2 2 44 2 4
2

a
ba b b     ，化简为： 2 2 22 2 ( 2)a ba b    ，即 2 2 22 (2 ) 2a ba b     ，

设   2 2xf x x  ，则  f x 在  0,2 上递增，因为 a，b (0，2)，所以 2-b (0，2)，
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且    2f a f b  ，所以 2a b  ，即 2a b  .

5.【答案】B

【分析】∵ 2 2 2 2
4 4 2 24 2log 2 log 2 log 2 log 2 1b b b bb b b b       

∴ 2
2 22 log 2 log 2 1a ba b   

设 2( ) 2 logxf x x  ，利用作差法结合 ( )f x 的单调性即可得到答案.

【解析】∵ 2 2 2 2
4 4 2 24 2log 2 log 2 log 2 log 2 1b b b bb b b b       

∴ 2
2 22 log 2 log 2 1a ba b    ，故 2

2 22 log 2 log 2a ba b  

设 2( ) 2 logxf x x  ，则 ( )f x 为增函数，

所以 ( ) (2 )f a f b ，所以 2a b .

2( ) ( )f a f b 
2 2

2 22 log (2 log )a ba b   
22 2

2 22 log (2 log )b bb b   
22

22 2 logb b b  ，

当 1b  时， 2( ) ( ) 2 0f a f b   ，此时 2( ) ( )f a f b ，有 2a b

当 2b  时， 2( ) ( ) 1 0f a f b    ，此时 2( ) ( )f a f b ，有 2a b ，所以 C、D 错误.

故选 B.

点评:本题需构造函数，其基本策略是：“左右形式相当，一边一个变量，取左或取右，构造函数妥当”，我们称之为“同

构函数”，然后再利用函数的单调性求值.

6.【答案】4

7.【解析】由题意知 a3－3a2＋5a－3＝－2，b3－3b2＋5b－3＝2，

设 f (x)＝x3－3x2＋5x－3，则 f (a)＝－2，f (b)＝2.

因为 f (x)图象的对称中心为(1,0)，所以 a＋b＝2.

点评：本题的难点在于发现函数的对称性，对于三次函数 f (x)y＝ax3＋bx2＋cx＋d 其对称中心为(x0，f (x0))，其中 f ″(x0)

＝0.

8.【分析】直接解显然是不对路的.观察不等式的特征，发现其含有 x x ( )、 两个因式，将不等式转化为“一边一个变

量”的形式为：x x x x x x              ( ) ( ) ( )，构造函数 f x x x x   ( ) ，题目转化为求解

f x f x   ( ) ( )的问题. 因为 f x x x      ( ) ，易知 f x x x        ( ) 恒成立，故 f x( )为 R上

的单调增函数，所以由 f x f x   ( ) ( )立得： x x   ，解之得 x    .

9.【答案】
7
2
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专题 15 根据函数的性质选择函数图象

【方法点拨】

1. 已知函数解析式选择对应的图象，一般应考察函数的相关性质，如定义域、奇偶性、对称性、渐近线、函数值的

符号、特殊值等，运用排除法解题.

2. 具体实际问题选择对应的图象问题，也应转化为发现函数的相关性质，运用排除法解题.

【典型题示例】

例 1 (2021·江苏启东期初)已知函数
2( )

ln( 1)
f x

x x



 

,则函数 ( 1) y f x 的图象大致为( )

A． B．

C． D．

【答案】A

【分析】充分运用图象提供的信息，如对称性、单调性、渐近线、函数值的符号等，运用排除法逐一排除，最终选择

出正确答案.

【解析】首先考虑函数的渐近性，当 +x 时， ln( 1)x x    ，此时 +( ) 0f x  ，排除 C、D，对于答案再

考虑当 A、B 而言，区别在于当 0 1x  时的函数值得符号不同，不妨用特殊值法排除，如取
11x
e

  ，则

2( 1) 01 1ln 1
y f x

e e


   

 
，排除 B，故选 A.

点评：已知函数解析式选择匹配的图象，一般不要考虑运用导数等知识去直接作图，而应当恰当运用图象提供的性质，

采用排除法来解题，这种题型一般难度不大，而应当考虑“速决秒杀”.

例 2 如图，一个正五角星薄片(其对称轴与水面垂直)匀速地升出水面，记 t时刻五角星露出水面部分的图形面积为

( )( (0) 0)S t S  ，则导函数 '( )y S t 的图像大致为
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【答案】A

【解析】本题考查函数图像、导数图、导数的实际意义等知识，重点考查的是对数学的探究能力和应用能力.最初零

时刻和最后终点时刻没有变化，导数取零，排除 C；总面积一直保持增加，没有负的改变量，排除 B；考察 A、D 的差

异在于两肩位置的改变是否平滑，考虑到导数的意义，判断此时面积改变为突变，产生中断，选择 A.

例 3 函数 y=f(x)的导函数 ( )y f x 的图象如图所示，则函数 y=f(x)的图象可能是

A B C D

【答案】D

【解析】原函数先减再增，再减再增，且 0x  位于增区间内，因此选 D．

【巩固训练】

1.(2021·江苏扬州中学期初)函数
2

3

ln
( )

sin
x x

f x
x x





的图像大致为

A B C D
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2. (2021·江苏南京六校联合体期初)函数
(2 2 )( )
2 cos

x xxf x
x





的部分图像大致为

A B C D
3.(2020·浙江·4)函数 cos siny x x x  在区间 [  ， ] 上的图象可能是 ( )

A． B．

C． D．

4.如图，半径为 1 的半圆 O与等边三角形 ABC 夹在两平行线， 1 2,l l 之间 l // 1l , l与半圆相交于 F,G 两点，与三角形 ABC

两边相交于Ｅ，Ｄ两点，设弧FG的长为 (0 )x x   ，y EB BC CD   ，若 l从 1l 平行移动到 2l ，则函数 ( )y f x

的图像大致是

5. 设函数 ( )f x 在

R上可导，其导函

数 ( )f x ，且函数

( )f x 在 2x   处

取得极小值，则函

数 ( )y xf x 的图

象可能是
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6.已知函数 f(x)＝x3＋bx2＋cx的大致图象如图所示，则 x21＋x 22等于( )

A.2
3

B.4
3

C.8
3

D.16
3

7. 函数   ln 1
1

x
f x

x





的部分图象大致是( )

A． B． C． D．

8. 某市出租车起步价为 5 元(起步价内行驶里程为 3 km)，以后每 1 km 价为 1.8 元(不足 1 km 按 1 km 计价)，则乘坐

出租车的费用 y(元)与行驶的里程 x(km)之间的函数图像大致为( )

A． B． C． D．

9.某人开车去某地旅行，先沿直线匀速前进了  kma ，到达目的地后游玩了一段时间，又原路返回匀速行驶了

 6 km b a ，再折回匀速前进  kmc ，则此人距起点的距离 s与时间 t的关系示意图正确的是______(填序号)．

10.如图为函数 3 2( )f x ax bx cx d    的大致图象， ( )f x 为函数 ( )f x 的导函数，则不等式 ( ) 0xf x  的解集是
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___________.

y

xO
33
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【答案或提示】

1.【答案】C

2.【答案】C

【解析】首先可判断出原函数是奇函数，其次 x＞0 时， ( )f x ＞0，故选 C．

3.【答案】 A

【分析】先判断函数的奇偶性，再判断函数值的特点．

【解析】： ( ) cos siny f x x x x   ，

则 ( ) cos sin ( )f x x x x f x      ，
( )f x 为奇函数，函数图象关于原点对称，故排除 B ， D，

当 x  时， ( ) cos sin 0y f           ，故排除 B ，

故选： A ．
4.【答案】D

5.【答案】C

【解析】由函数 ( )f x 在 2x   处取得极小值可知 2x   ， ( ) 0f x  ，则 ( ) 0xf x  ； 2x   ， ( ) 0f x  则 2 0x  

时 ( ) 0xf x  ， 0x  时 ( ) 0xf x  .

6.【答案】C

【解析】由图象可知 f(x)的图象过点(1,0)与(2,0)，x1，x2 是函数 f(x)的极值点，因此 1＋b＋c＝0,8＋4b＋2c＝0，解得 b

＝－3，c＝2，所以 f(x)＝x3－3x2＋2x，所以 f′(x)＝3x2－6x＋2，则 x1，x2 是方程 f′(x)＝3x2－6x＋2＝0 的两个不同

的实数根，因此 x1＋x2＝2，x1x2＝
2
3
，所以 x21＋x22＝(x1＋x2)2－2x1x2＝4－4

3
＝

8
3

.

7.【答案】A

8.【答案】B

9.【答案】③

10.【答案】 ( , 3) ( 3, )   
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专题 16 导数中构造函数问题

【方法点拨】

1.双主元不等式恒成立、存在性问题：变量分离，构造函数，最终将问题转化为函数最值问题.

2.关于“ 1 2x x、 ”的齐次分式型--------换元法

减元构造：多变量不等式 ，一般处理策略为消元或是把一个看作变量其他看作常量；当都不能处理的时候，通

过变形，再换元产生一个新变量，从而构造新变量的函数.
【典型题示例】

例 1 (2021·江苏扬州中学高三数学开学考试·8)已知函数   sinf x x a x  ，对任意的 1x ，  2 ,x    ，且

1 2x x ，不等式
   1 2

1 2

f x f x
a

x x





恒成立，则实数 a的取值范围是( )

A．
1
2

a  B．
1
2

a  C．
1
2

a  D．
1
2

a 

【答案】B

【 解 析 】 因 为 1 2x x ， 不 妨 设 1 2x x ， 则
   1 2

1 2

f x f x
a

x x





可 化 为    1 2 1 2 )(f x f x a x x   ， 即

   1 1 2 2f x ax f x ax  

设  ( )F x f x ax 

则
   1 2

1 2

f x f x
a

x x





恒成立，即    1 1 2 2f x ax f x ax   对任意的 1x ，  2 ,x    且 1 2x x 时恒成立，即

1 2( ) ( )F x F x 对任意的 1x ，  2 ,x    且 1 2x x 时恒成立

所以  ( )F x f x ax  在 R 上单增

故    sin 1 cos 0F x x a x ax a x a        在 R 上恒成立

所以
1

1 cos
a

x



，故

min

1 1
1 cos 2

a
x

    

所以实数 a的取值范围是
1
2

a  ， 选 B．

点评:

从解题中不难发现，不等式
   1 2

1 2

f x f x
a

x x





恒成立  f x a  恒成立.
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例 2 (2021·江苏徐州铜山、南通如皋一抽测·22 改编)已知函数 2( ) ln 3f x x x x   ，对于任意 1 2, [1,10]x x  ，当

1 2x x 时，不等式
 1 2

1 2
1 2

( ) ( )
m x x

f x f x
x x


  恒成立，则实数m的取值范围是________.

【解析】不等式      2 1
1 2

1 2

m x x
f x f x

x x


  可变形为    1 2
1 2

m mf x f x
x x

   ，

即    1 2
1 2

m mf x f x
x x

   当 1 2, [1,10]x x  ，且 1 2x x 恒成立，

所以函数 ( ) my f x
x

  在[1,10]上单调递减.

令
2( ) ( ) ln 3 , [1,10]m mh x f x x x x x

x x
      

则 2
1( ) 2 3 0mh x x
x x

      在 [1,10]x 上恒成立，

即 3 22 3m x x x   在 [1,10]x 上恒成立.

设 3 2( ) 2 3F x x x x    ，则

2
2 1 1( ) 6 6 1 6

2 2
F x x x x          

 
.

因为当 [1,10]x 时， ( ) 0F x  ，

所以函数 ( )F x 在[1,10]上单调递减，所以
3 2

min( ) (10) 2 10 3 10 10 1710F x F         ，

所以 1710m  ，

即实数m的取值范围为 ( , 1710]  .

例 3 (2021·江苏省泰州中学九月测 ·12)(多选题)已知函数   lnf x x x ，若 1 20 x x  ，则下列结论正确的是

( )．

A．    2 1 1 2x f x x f x B．    1 1 2 2x f x x f x  

C．
   1 2

1 2

0
f x f x

x x





D．当 ln 1x   时，      1 1 2 2 2 12x f x x f x x f x 

【答案】AD

【解析】A．正确；因为令     ln
f x

g x x
x

  ，在  0, 上是增函数，
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∴当 1 20 x x  时，    1 2g x g x ，∴
   1 2

1 2

f x f x
x x

 即    2 1 1 2x f x x f x ．

B．错误；因为令     lng x f x x x x x    ，∴   ln 2g x x   ，

∴  2e ,x   时，   0g x  ，  g x 单调递增，  20,ex  时，   0g x  ，  g x 单调递减．

∴  1 1x f x 与  2 2x f x 无法比较大小．

C．错误；因为令     lng x f x x x x x    ，   lng x x  ，

∴  0,1x 时，   0g x  ，  g x 在  0,1 单调递减，

 1,x  时，   0g x  ，  g x 在  1, 单调递增，

∴当 1 20 1x x   时，    1 2g x g x ，

∴    1 1 2 2f x x f x x   ，∴    1 2 1 2f x f x x x   ，∴
   1 2

1 2

0
f x f x

x x





．

当 1 21 x x  时，    1 2g x g x ∴    1 1 2 2f x x f x x   ，

∴    1 2 1 2f x f x x x   ，∴
   1 2

1 2

0
f x f x

x x





．

D．正确；因为 ln 1x   时，  f x 单调递增，又∵A 正确，

∴              1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 12x f x x f x x f x x f x f x x f x f x             

     1 2 1 2 0x x f x f x      ．

故选 AD．

【巩固训练】

1.已知函数   sinf x x a x  ，对任意的  1 2, ,x x    ，且 1 2x x ，不等式
   1 2

1 2

f x f x
a

x x





恒成立，则实数

a的取值范围是( )

A．
1
2

a  B．
1
2

a  C．
1
2

a  D．
1
2

a 

2.若对 1 2, (0,1]x x  都有 1 2
1 2

1 1( ) ( ) 4f x f x
x x

   ，则实数 a的取值范围为___________.

3. 设 函 数 ( ) ln , ( )mf x x m R
x

   ， 若 对 任 意
( ) ( )0, 1f b f ab a
b a


  


恒 成 立 ， 则 实 数 m 的 范 围 为
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_______________.

4.已知函数 ( ) 1 ln ( 0)f x x a x a    ，若对 1 2, (0,1]x x  ，且 1 2x x ，都有 1 2
1 2

1 1( ) ( ) 4f x f x
x x

   ，则实数

a的取值范围为___________.

5.若 1|ln|)(


 x
axxf ，且对任意的  2,0, 21 xx ， 21 xx  ，都有

1
)()(

21

21 


xx
xfxf

，求 a的取值范围．

6.已知函数 ( ) lnf x x ，若 1 2 0x x  ，求证：
   1 2 2

2 2
1 2 1 2

2f x f x x
x x x x



 

.

7.已知函数 ( ) ln 1( )h x x a  R ，对任意的 1x ， 2 (0, )x   ，且 1 2x x ，证明： 1 2
1 2

1 2( ) ( )
x x x x

h x h x





恒成立．
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【答案或提示】

1.【答案】B

【解析】
   1 2

1 2

f x f x
a

x x





 且   sinf x x a x  ，

   1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2

sin sin sin sin
0

x a x x a x x ax a x x ax a x
a

x x x x
       

   
 

，

设   sing x x ax a x   ，

则
   1 2

1 2

0
g x g x

x x





，又对任意的  1 2, ,x x    ，且 1 2x x 都成立，

所以  g x 在 R上为增函数，即   1 cos 0g x a a x     恒成立，

整理得  1 cos 1x a  ，当1 cos 0x  时，不等式成立，

当1 cos 0x  时，
1

1 cos
a

x



恒成立，

又
1 1

1 cos 2x



，所以

1
2

a  .故选：B．

2.【答案】[ 3,0)

【解析】不妨设 1 2x x ，为“去绝对值”，研究函数的单调性.

∵ ( ) 1 0a x af x
x x

     ∴ ( )f x 在 (0,1]上增

1 2 1 2
1 2 2 1

1 1 1 1( ) ( ) 4 ( ) ( ) 4( )f x f x f x f x
x x x x

       1 2
1 2

4 4( ) ( )f x f x
x x

   

令
4 4( ) ( ) 1 ln ( 0)F x f x x a x a
x x

      

问题转化为 ( )F x 减在 (0,1]上恒成立.

∴ 2

4( ) 1 0aF x
x x

     在 (0,1]上恒成立

故
4a x
x

  ，即 min
4 3a x
x

   （ ）

所以实数 a的取值范围为[ 3,0) .

点评:

本类题目解题的切入点是抓住式子的结构特征进行变形，而关键是适时“构造函数”，其构造的时机是“左右形式

相当，一边一个变量，取左或取右，构造函数妥当”.
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3.【答案】
1[ , )
4


4.【答案】[ 3,0)

5.【答案】
2

27
a

【解析】∵ 1
)()(

21

21 


xx
xfxf

，∴ 0
])([)(

21

2211 



xx

xxfxxf

由题意得 xxgxF  )()( 在区间  2,0 上是减函数．

1 当 x
x
axxFx 



1

ln)(,21 ， ∴ 1
)1(

1)( 2 

x
a

x
xF

由 313)1()1(0)( 22
2





x

xxx
x

xaxF 在  2,1x 恒成立．

设 )(xm 3132 
x

xx ，  2,1x ，则 0312)( 2 
x

xxm

∴ )(xm 在  2,1 上为增函数，∴
2

27)2(  ma .

2 当 x
x
axxFx 



1

ln)(,10 ，∴ 1
)1(

1)( 2 

x
a

x
xF

由 11)1()1(0)( 22
2





x

xxx
x

xaxF 在 )1,0(x 恒成立

设 )(xt 112 
x

xx ， )1,0(x 为增函数,∴ 0)1(  ta

综上：a的取值范围为
2

27
a .

6.【证明】当 1 2 0x x  时，不等式
   1 2 2

2 2
1 2 1 2

2f x f x x
x x x x



 

等价于

1

1 2

212

2

2( 1)
ln( )

( ) 1

x
x x

xx
x






令 1

2

xt
x

 ，则 1t  ，设    2

2 2ln 1
1

tt t t
t

 
  


，则

2 2
'

2 2
( 1)( 2 1)( )

( 1)
t t tu t

t t
  




， 当 (1, )t  时，
' ( ) 0u t  ，

( )u t 在  1, 上单调递增，    1 0t    ，

所以，原不等式成立．

7.【证明】 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2( ) ( ) ln ln
x x x xx x x x

h x h x x x
 

  
 

∵ 1x ， 2 (0, )x   ，且 1 2x x ∴ 1 2ln lnx x ，即 1 2ln ln 0x x 



第 93 页 共 153 页

1 2
1 2

1 2ln ln
x x x x
x x





1 2
1 2

1 2

ln lnx x x x
x x


  

1

2 1

21

2

1
ln

x
x x

xx
x


  1 2 1

2 1 2

lnx x x
x x x

  

1 2 1

2 1 2

ln 0x x x
x x x

   

令 1

2

( 1)x t t
x

  1 2 1

2 1 2

1ln 0 ln 0( 1)x x x t t t
x x x t

       

令
1( ) ln ( 1)f t t t t
t

    ，只需 min( ) 0f t  .

∵ 2
2

1 1 1 1 3( ) 1 ( ) 0
2 4

f t
t t t

        ∴ ( )f t 当 1t  时增

∴ ( ) (1) 0f t f 

故对任意的 1x ， 2 (0, )x   ，当 1 2x x ， 1 2
1 2

1 2( ) ( )
x x x x

h x h x





恒成立．

点评:

本类题目的特征是，问题中出现了含有“ 1 2x x、 ”的齐次分式，其解法是：通过换元，设
1

2

xt
x

 ，转化为关于新元在

指定区间上的恒成立问题.
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专题 17 逆用导数的四则运算法则构造函数

【方法点拨】

1.已知中同时出现关于 ( )f x 、 ( )f x 的不等关系，而所求是抽象形式的不等式，应考虑“逆用导数的四则运算法

则”构造函数的单调性，然后再逆用单调性；

2. 常见的构造函数:

①对于 ( ) ( ) 0( 0)xf x f x    ，构造 ( ) ( )h x xf x ；一般的，对于 ( ) ( ) 0( 0)xf x nf x    ，构造 ( ) ( )nh x x f x ．

②对于 ( ) ( ) 0( 0)xf x f x    ，构造    
x
xfxh  ；一般的，对于 ( ) ( ) 0( 0)xf x nf x    ，构造

( )( ) n
f xh x
x

 ．

③对于 ( ) ( ) 0( 0)f x f x    ，构造    
xe
xfxh  ；一般的，对于 ( ) ( ) 0( 0)f x nf x    ，构造

( )( ) nx
f xh x
e

 ．

④对于 ( ) ( ) 0( 0)f x f x    ，构造    xfexh x ；一般的，对于 ( ) ( ) 0( 0)f x nf x    ，构造 ( ) ( )nxh x e f x ．

⑤对于 ( ) ( ) tan ( ( ) ( ) tan )f x f x x f x f x x  或 ，即 ( ) cos ( )sin 0( 0)f x x f x x    ，构造 ( ) ( ) cosh x f x x ．

⑥对于 ( ) cos ( ) sin 0( 0)f x x f x x    ，构造
( )( )

cos
f xh x
x

 ．

⑦对于
( ) 0
( )
f x
f x


 ，构造 ( ) ln ( )h x f x .

⑧对于 ( ) ln ( ) 0( 0)f x af x    ，构造 ( ) ( )xh x a f x .

⑨对于
( )( ) ln 0( 0)f xf x x
x

    ，构造 ( ) ( ) lnh x f x x .

【典型题示例】

例 1 (2021·江苏省南通市通州区一诊·15)已知偶函数 ( )f x (x≠0)的导函数为 ( )f x ， (e) ef  ，当 x＞0 时，

( ) 2 ( ) 0xf x f x   ，则使 21( 1) ( 1)
e

f x x   成立的 x 的取值范围是 ．(其中 e 为自然对数的底数)

【答案】    ,1 1 ,e e    

【解析】设 2

( )( ) f xF x
x

 ，则
2

4 3

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )( ) f x x xf x f x x f xF x
x x

    

∵x＞0 时， ( ) 2 ( ) 0xf x f x  

∴当 x＞0 时， ( ) 0F x  ，故 ( )F x 在(0，+∞)单增

又 (e) ef  ，所以
1( )F e
e



∵ ( )f x 是偶函数 ∴ ( )F x 也是偶函数，且 ( )F x 在(－∞，0)单减
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21( 1) ( 1)
e

f x x   等价于 2

( 1) 1
( 1) e
f x
x





，即 ( 1) ( )F x F e 

由 ( )F x 是偶函数且 ( )F x 在(0，+∞)单增

得 1x e  ，解之得 1 1x e x e   或 .

例 2 (多选题)已知定义在 [0, )
2


上的函数 ( )f x 的导函数为 ( )f x ，且 (0) 0f  ， ( )cos ( )sin 0f x x f x x   ，则下列判

断中正确的是 ( )

A．
6( ) ( )

6 2 4
f f 

 B． ( ) 0
3

f ln 

C． ( ) 2 ( )
6 3

f f 
 D． ( ) 2 ( )

4 3
f f 



【分析】结合已知可构造
( )( )

cos
f xg x
x

 ，
1[0, )
2

x  ，结合已知可判断 ( )g x 的单调性，结合单调性及不等式的性质即可

判断．

【解答】解：令
( )( )

cos
f xg x
x

 ，
1[0, )
2

x  ，

因为 ( )cos ( )sin 0f x x f x x   ，

则 2

( )cos ( )sin( ) 0f x x f x xg x
cos x

 
   ，

故 ( )g x 在 [0 ，
1 )
2
 上单调递减，

因为 (0) 0f  ，则 ( ) 0f x ，

结合选项可知， ( ) ( )
6 4

g g 
 ，从而有

( ) ( )
6 4
3 2

2 2

f f 

 ，即
6( ) ( )

6 2 4
f f 

 ，故 A错误，

因为
1 0
3

ln   ，结合 ( )g x 在在 [0 ，
1 )
2
 上单调递减可知

1( ) 0
3

g ln   ，从而有

1( )
3 01cos
3

f ln

ln




 ，

由
1cos 0
3

ln   可得
1( ) 0
3

f ln   ，故 B错误；

1( ) ( )
6 3

g g  ，从而有

1( ) ( )
6 3

13
22

f f 
 ，且

1( ) 0
3

f   ，即
1 1( ) 3 ( ) 2 ( )

6 3 3
f f f    ．故C正确；

1( ) ( )
4 3

g g  ，从而有

1( )( )
34
12
22

ff  
 即

1( ) 2 ( )
4 3

f f  ．故 D正确．

故选：CD．



第 96 页 共 153 页

例 3 函数 )(xf 的定义域为R， 2)1( f ，对任意 Rx ， 2)(  xf ，则 42)(  xxf 的解集为 .

【答案】( 1 ，+ )

【分析】题目应归结为“解抽象函数型不等式”问题，解决方法是“逆用函数的单调性”.题目中哪个条件能让你联想到“函

数的单调性 ”呢？注意到已知中 2)(  xf ，只需构造函数 ( )g x ，使得 ( ) ( ) 2g x f x   ，不难得到

( ) ( ) 2g x f x x c   (这里 c为常数，本题中取 0c  )，进而利用 ( )g x 的单调性，即可找到解题的突破口.

【解析】构造函数 ( ) ( ) 2g x f x x  ，则 ( )g x  ( ) 2 0f x   ，故 ( )g x 单调递增，且 ( 1) ( 1) 2 1 4g f      （ ） .

另一方面所求不等式 42)(  xxf ， 就转化为 ( ) ( ) ( 1)g x f x x g    ，逆用单调性定义易知 1x  ，则不等式

的解集为 ( 1, )  .

例 4 设 f(x)是定义在 R 上的可导函数，且满足 f(x)＋xf′(x)>0，则不等式 f( x＋1)> x－1·f( x2－1)的解集为________．

【答案】 [1,2)

【解析】设 F(x)＝xf(x)，则由 F′(x)＝f(x)＋xf′(x)>0，可得函数 F(x)是 R 上的增函数．

又 x＋1>0，∴由 f( x＋1)> x－1f( x2－1)可变形得 x＋1f( x＋1)> x2－1f( x2－1)，即 F( x＋1)>F( x2－1)，∴

x＋1> x2－1，

x≥1，
解得 1≤x<2.

【巩固训练】

1.函数 f(x)的定义域是 R，f(0)＝2，对任意 x∈R，f(x)＋f′(x)>1，则不等式 ex·f(x)>ex＋1 的解集为______．

2.已知定义在 R 上的奇函数  f x ，设其导函数为  'f x ，当  ,0x  时，恒有    'xf x f x  ，则满足

     1 2 1 2 1 3
3

x f x f   的实数 x的取值范围是 ．

3.设 ( )f x 是定义在 (0, ) 上的可导函数，且 ( ) '( )f x xf x  ，则不等式 2( 1) ( 1) ( 1)f x x f x    的解集是( )

A. (0,1) B. (1, ) C. (1,2) D. (2, )

4 ． 定 义 在 R 上 的 可 导 函 数  f x ， 当  1,x  时 ，      1 0x f x f x   恒 成 立 ，

       12 , 3 , 2 1 2
2

a f b f c f    ，则 , ,a b c的大小关系为( )

A． c a b  B．b c a  C． a c b  D． c b a 

5．定义在 (0, )
2


上的函数  f x ，  'f x 是它的导函数，且恒有    ' tanf x f x x  成立．则( )

A． 3 ( ) ( )
6 3

f f 
 B． )1(1cos2)

6
(3 ff 
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C． 6 ( ) 2 ( )
6 4

f f 
 D． 2 ( ) ( )

4 3
f f 



6．函数 ( )f x 的导函数为 ( )f x ，对任意的 x R ，都有 )()( xfxf  成立，则( )

A. )3(ln2)2(ln3 ff  B. )3(ln2)2(ln3 ff 

C. )3(ln2)2(ln3 ff  D. )2(ln3 f 与 )3(ln2 f 的大小不确定

7. 设奇函数 f(x)定义在(－，0)∪(0，)上其导函数为 f(x)，且 f(
2
)＝0，当 0＜x＜时，f(x)sinx－f(x)cosx＜0，则关于

x 的不等式 f(x)＜2f(
6
)sinx 的解集为 ．
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【答案或提示】

1.【答案】 (0，＋∞)

【解析】构造函数 g(x)＝ex·f(x)－ex，

因为 g′(x)＝ex·f(x)＋ex·f′(x)－ex＝ex[f(x)＋f′(x)]－ex>ex－ex＝0，

所以 g(x)＝ex·f(x)－ex为 R上的增函数．又因为 g(0)＝e0·f(0)－e0＝1，所以原不等式转化为 g(x)>g(0)，解得 x>0.

2.【答案】  1,2

3.【答案】D

【 解 析 】 构 造 函 数 [ ( )]' ( ) '( ) 0xf x f x xf x   ， 于 是 该 函 数 递 减 ， 2( 1) ( 1) ( 1)f x x f x    变 形 为

2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x f x x f x     ，于是 2

2

1 0
1 0

1 1

x
x
x x

 
  
   

，得 2x  ，选 D.

4．【答案】A

【解析】构造函数    
1

f x
g x

x



，

当  1,x  时，       
 2

1
0

1
f x x f x

g x
x

  
  


，即函数  g x 单调递增，

则      2
2 2

2 1
f

a f g  


，      31 3 3
2 3 1

f
b f g  


，

       
2

2 1 2 2
2 1

f
c f g   



则      2 2 3g g g  ，即 c a b  ，选 A．

5．【答案】A

【解析】由    ' tanf x f x x 得    ' cos sin 0f x x f x x  ，

构造函数    cosF x f x x ，则  ' 0F x  ，故  F x 单调递增，

有 cos cos
6 6 6 3 3 3

F f f F                     
       

．故选 A．

6．【答案】B

【 解 析 】 令    
x

f x
h x

e
 , 则              

2 2

' ( ) ' ' '
'

x x x x

x x x

f x e f x e f x e f x e f x f x
h x

e e e
  

   , 因 为

       ' ' 0f x f x f x f x    ,所以在 R上  ' 0h x  恒成立.即函数  h x 在 R单调递增.

因为 ln 3 ln 2 ,

所以    ln 3 ln 2h h
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即
           ln 3 ln 2

ln 3 ln 2 ln 3 ln 2
2 ln 3 3 ln 2

3 2
f f f f

f f
e e

     .答案选 B．

7.【答案】(－
6
，0)∪(

6
，)

【分析】这是一道难度较大的填空题，它主要考查奇函数的单调性在解不等式中的应用，奇函数的图象关于坐标原点

中心对称，关于原点对称的区间上具有相同的单调性；在公共定义域上两个奇函数的积与商是偶函数，偶函数的

图象关于 y 轴轴对称，关于原点对称的区间上具有相反的单调性，导数是研究函数单调性的重要工具，大家知道

(
f
g
)＝

fg－fg
g2

，(sinx)＝cosx，于是本题的本质是构造
f(x)
sinx

来解不等式

【解析】设 g(x)=
f(x)
sinx

，则 g (x)= (
f(x)
sinx

)＝
f(x)sinx－f(x)cosx

sin2x
，

所以当 0＜x＜时，g (x)<0，g(x) 在(0，)上单调递减

又由于在(0，)上 sinx＞0，考虑到 sin

6
＝

1

2
，所以不等式 f(x)＜2f(

6
)sinx 等价于

f(x)
sinx

＜
f(
6
)

sin

6

，即 g(x)< g(
6
),所以此时

不等式等价于
6
＜x＜.

又因为 f(x) 、sinx 为奇函数，所以 g(x)是偶函数，且在(－，0)上 sinx＜0，所以函数 g(x)在(－，0)是单调递增函

数，原不等式等价于 g(x)＞g(－

6
)=

f(－
6
)

sin(－

6
)

，所以此时不等式等价于－

6
＜x＜0，

综上，原不等式的解集是(－
6
，0)∪(

6
，)．
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专题 18 对数单身狗、指数找朋友
【方法点拨】

对数单身狗、指数找朋友：

①在证明或处理含对数函数的不等式时，通常要将对数型的函数“独立分离”出来，这样再对新函数求导时，

就不含对数了，只需一次就可以求出它的极值点，从而避免了多次求导.这种相当于让对数函数“孤军奋战”的变形

过程，我们形象的称之为“对数单身狗”.

由
( )( ) ln ( ) 0 ln 0
( )
g xf x x g x x
f x

     (这里设 ( ) 0f x  )，则
( ) 1 ( )ln
( ) ( )
g x g xx
f x x f x

    
     

   
不含超越函

数，求解过程简单.

②在证明或处理含指数函数的不等式时，通常要将指数型的函数“结合”起来，即让指数型的函数乘以或除以

一个多项式函数，这样再对新函数求导时，只需一次就可以求出它的极值点，从而避免了多次求导.这种相当于让

指数函数寻找“合作伙伴”的变形过程，我们形象的称之为“指数找朋友”.

由
( )( ) 0 1 0x
x

f xe f x
e

     ，则
( ) ( ) ( )1 x x

f x f x f x
e e

      
是一个多项式函数，变形后可大大简化运

算.

【典型题示例】

例 1 (2020·新课标Ⅰ·理科·21)已知函数 2( ) e xf x ax x   ，当 x≥0 时，f(x)≥
1
2

x3+1，求 a 的取值范围.

【答案】
27 ,

4
e 


 

【分析】遇到 f(x)ex
＋g(x)的形式变形为 ex·h(x) ，其求导后的结果是[ex·h(x)]′＝ex·[h(x)＋h′(x)] ，其导数方程是多项式形

式，所以它的根与指数函数无关，有利于更快捷地解决问题.

【解析】 31( ) 1
2

f x x  等价于 3 21( 1)e 1
2

xx ax x     .

设函数 3 21( ) ( 1)e ( 0)
2

xg x x ax x x     ，则

3 2 21 3( ) ( 1 2 1)e
2 2

xg x x ax x x ax          21 [ (2 3) 4 2]e
2

xx x a x a      

1 ( 2 1)( 2)e
2

xx x a x      .

(i)若2a+1≤0，即
1
2

a   ，则当x∈(0，2)时， ( )g x >0.所以g(x)在(0，2)单调递增，而g(0)=1，故当x∈(0，2)时，

g(x)>1，不合题意.

(ii)若0<2a+1<2，即
1 1
2 2

a   ，则当x∈(0，2a+1)∪(2，+∞)时，g'(x)<0；当x∈(2a+1，2)时，g'(x)>0.所以g(x)
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在(0，2a+1)，(2，+∞)单调递减，在(2a+1，2)单调递增.由于g(0)=1，所以g(x)≤1当且仅当g(2)=(7−4a)e−2≤1，

即a≥
27 e

4
 .

所以当
27 e 1

4 2
a

  时，g(x)≤1.

(iii)若2a+1≥2，即
1
2

a  ，则g(x)≤ 31( 1)e
2

xx x   .

由于
27 e 10 [ , )

4 2


 ，故由(ii)可得 31( 1)e
2

xx x   ≤1.

故当
1
2

a  时，g(x)≤1.

综上，a的取值范围是
27 e[ , )

4


 .

点评：

解决形如 f(x)ex＋g(x)常见结论 ex≥x＋1(有时甚至 ex≥1
2

�2 +x＋1)，从形的角度看，它揭示了曲线与其切线的位置

关系，从数的角度看，它提供了一种将指数型结构转化为多项式型结构的方法，从而顺利突破难点．

例 2 若不等式���� ≥ �(� − 1)对所有� ≥ 1 都成立，求实数�的取值范围．

【解析】原问题等价于��� − �(�−1)
�

≥ 0 对所有� ≥ 1 都成立，

令� � = ��� − �(�−1)
�

， � ≥ 1 ，则�' � = �−�
�2 ．

(1)当� ≤ 1 时，�' � = �−�
�2 ≥ 0 恒成立，即�(�)在[1, + ∞)上单调递增，因而� � ≥ � 1 = 0 恒成立；

(2)当� > 1 时，令�' � = 0，则� = � ， �(�)在(0, �)上单调递减，在(�, + ∞)上单调递增，�(�)��� = � � = ��� − � +

1 < 0，不合题意．

综上所述，实数�的取值范围是( − ∞, 1]．

点评：

上述解法优势在于，将 lnx的系数化“1”后，就可以有效避免求导后再出现对数函数，避免了隐性零点的出现,这是

解决对数型函数的精华所在．

【巩固训练】

1.已知 ex≥1＋ax 对任意 x∈[0,＋∞)成立，则实数 a 的取值范围是________ ．

2.已知函数 f(x)＝ex－1－x－ax2，当 x≥0 时,f(x)≥0 恒成立，则实数 a 的取值范围为________．

3.已知 2 2 1xe x ax   对任意的 0x  ，则实数 a的取值范围是 .

4. 已知关于 x的方程  2ln 1 0x x a x   在  0, 上有且只有一个实数根，则实数 a的取值范围是 .

5. 已知
2 21( )

4
xf x e x ax a    的零点不少于两个，则实数 a的取值范围是 .
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6. 已知
2( ) ( 2) ( 1)xf x x e a x    有两个零点，则实数a的取值范围是 .

7.已知当� ≥ 1 时，�2��� − � + 1 ≥ �(� − 1)2恒成立，则实数�的取值范围是 ．
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【答案或提示】

1.【答案】 (－∞,1]

【解析】根据常用不等式 ex≥x＋1,且 y＝x＋1 与 y＝ex相切于(0,1),又 y＝ax＋1 也过点(0,1),观察图象可知,要使 ex≥1＋

ax 对任意 x∈[0,＋∞)成立,则 a≤1,即实数 a 的取值范围为(－∞,1].

2.【答案】
－∞，

1

2

【解析一】 由 f′(x)＝ex－1－2ax,又 ex≥x＋1,所以 f′(x)＝ex－1－2ax≥x－2ax＝(1－2a)x,

所以当 1－2a≥0,即 a≤
1

2
时,f′(x)≥0(x≥0),而 f(0)＝0,于是当 x≥0 时,f(x)≥0,满足题意；又 x≠0 时,ex＞x＋1,所以可得

e－x＞1－x,从而当a＞
1

2
时,f′(x)＝ex－1－2ax≤ex－ex·e－x＋2a(e－x－1)＝(1－e－x)·(ex－2a),故当 x∈(0,ln2a)时,f′(x)＜0,而

f(0)＝0,于是当 x∈(0,ln2a)时,f(x)＜0,不合题意．

综上所述,实数 a 的取值范围为
－∞，

1

2 .

【解析二】因为 ex≥x＋1,所以当 a≤0 时,ex≥ax2＋x＋1 恒成立,故只需讨论 a＞0 的情形．令 F(x)＝e－x(1＋x＋ax2)－1,

问题等价于 F(x)≤0,由 F′(x)＝e－x[－ax2＋(2a－1)x]＝0 得 x1＝0,x2＝
2a－1

a
.

2 当 0＜a≤
1

2
时,F(x)在[0,＋∞)上单调递减,所以 F(x)≤F(0)＝0 恒成立；

②当 a＞
1

2
时,因为 F(x)在[0,x2]上单调递增,所以 F(x2)≥F(0)＝0 恒成立,此时 F(x)≤0 不恒成立．综上所述,实数 a 的取

值范围是
－∞，

1

2 .

3.【答案】
2 ,

2
e  

 

【提示】
2

2 2 12 1 1 0x
x

x axe x ax
e

 
     

设
2 2 1( ) 1x

x axg x
e

 
  ，则

( 1)( 2 1)( ) x

x x ag x
e

    

分类讨论，将导函数的零点、定义域的端点比较，分2 1 0a   、0 2 1 1a   、 2 1 1a   、2 1 1a   四种情况.

4.【答案】   1,0 ,
2
     

5.【答案】  , 1 

【提示】

2

2 21 20 1 0
4

x
x

x a
e x ax a

e
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6.【答案】  0,

【提示】
2

2 ( 1) 1( 2) ( 1) 0 0
( 2)

x
x

xx e a x
x e a


      


7.【答案】( − ∞, 3
2

]

【解析】原不等式等价于��� − �(�−1)2+(�−1)
�2 ≥ 0，

令� � = ��� − �(�−1)2+(�−1)
�2 ，� ≥ 1，则�'(�) = �−1 [�− 2�−2 ]

�3 ，

令�' � = 0，得�1 = 1，�2 = 2� − 2．

(1)当 2� − 2 ≤ 1 时，即� ≤ 3
2
时，对 � ≥ 1 ，�' � ≥ 0，�(�)在[1, + ∞)上单调递增，所以� � ≥ � 1 = 0，满足题

意；

(2)当2� − 2 > 1 时，即� > 3
2
时，对� ∈ (1,2� − 2)，�' � < 0，�(�)在(1,2� − 2)上单调递减，所以� 2� − 2 < � 1 =

0，不合题意；

综上所述，实数�的取值范围是( − ∞, 3
2

]．



第 105 页 共 153 页

专题 19 一元二次不等式整数解的个数
【方法点拨】

不等式(一般是一元二次不等式)的整数解的个数问题，一般采用“分离函数”的方法转化为两函数图象间的位置关

系较简单，分离函数的的一般策略是“一动一静，一直一曲，动直定曲”.

【典型题示例】

例 1 若关于 x的不等式 2 2(2 1)x ax  的解集中整数恰有 3 个，则实数 a的取值范围是_________.

【答案】
25 49,
9 16

 
  

【解析一】原不等式转化为 2( 4) 4 1 0a x x    ，

则 4 0, 16 4( 4) 0a a       ，即0 4a 

而 2( 4) 4 1 0a x x    的解为 1 2
1 1,

2 2
x x

a a
 

 
，

由0 4a  得： 1
1 1( , )
4 2

x  ，则  2
1 3,4

2
x

a
 


，

解之得：
25 49
9 16

a  .

【解析二】易知 0a  ，则原不等式可化为 2 1x a x  ，

令 ( ) 2 1f x x  ， ( )g x a x

问题转化为两函数 ( )f x 、 ( )g x 图象问题，当 ( )f x 的图象在 ( )g x 的图象的下方时的横坐标为整数点有且仅有三个，

如下图

则
(3) (3)
(4) (4)
g f
g f


 

，
3 5

4 7

a

a

 



，解之得

25 49
9 16

a 

故 实 数 a 的 取 值 范 围 是
25 49,
9 16

 
  

.

.
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【解析三】仿解法二，易知 0a  ，则原不等式可化为
1 2 a
x
  ，

令
1( ) 2f x
x

  ， ( )g x a ，下同解法二利用图象

则 (3) (4)f a f  ，即
5 7
3 4

a  ，解之得
25 49
9 16

a 

故实数 a的取值范围是
25 49,
9 16

 
  

.

点评：

解法一是直接利用“数”解决，即将一元二次不等式解集中整数恰有 3 个问题，转化为对应的一元二次方程的解之

间恰有三个整数，先将其中一个根的范围进行缩定，然后推测其另一个根的范围，利用之布列不等式求解.解法难度较

大，不建议使用.

而解法二、三，其关键是利用“形”解决，即将一元二次不等式解集中整数恰有 3 个问题，转化为满足不等关系的

函数图象间的横坐标恰有三个整数，从两种解法可以看出，解法三更简单，可谓实现“秒杀”，这对学生的转化能力提

出更高的要求.该方法的重中之重在于“分离函数”的能力，一般遵循“一动一静，一直一曲，动直定曲”的原则进行.

例 2 已知函数   af x x
x

  ，过点 (1,0) 作曲线 ( )y f x 的两条切线，切点分别为 1 1( , ( ))A x f x ， 2 2( , ( ))B x f x ，

其中 1 20 x x  .若在区间 1 2( , )x x 内存在唯一整数，则实数 a的取值范围是 ．

【答案】
4 1
3

a   
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【分析】利用导数的几何意义，不难得出 1 2,x x 是方程 2 2 0x ax a   的两个根，分离函数 2 12 ( )
2

x a x   ，问题转化

为两函数 2 12 ( )
2

y x y a x   、 的交点横坐标间存在唯一整数，利用“形”，易知该整数为 1，故只需

12 (1 ) 1
2
12 (2 ) 4
2

a

a

  

  


，解之得
4 1
3

a    .

【巩固训练】

1.若关于 x的不等式 2 ( 1) 0x a x a    的解集中至多包含 2 个整数，则实数的 a取值范围是_________.

A.(－3,5)； B. (－3,2)； C. [－3,5]； D. [－2,4] .

2.(多选题)若关于 x的不等式组
2

2

2 0
2 (2 5) 5 0
x x
x k x k

   


   
的整数解的集合为 2 ，则整数 k 的值可以是_________.

A.－3； B. 0； C. 1； D. 2 .

3.设 0＜b＜1+a,若关于 x 的不等式 2( )x b ＞ 2( )ax 的解集中的整数恰有 3 个，则 a 的取值范围是 .

4.已知关于 x 的不等式组 21 2 2kx x k    有唯一实数解，则实数 k 的取值是_________.

5. 若关于 x 的不等式 2 2 0x ax a   的解集中的整数恰有 2 个，则实数 a 的取值范围是 .

6.已知集合  2 6 0M x x x    ，  2 2 3 0, 0N x x ax a     ，若M N 中恰有一个整数，则 a的最小值是

▲ ．

7.设集合  2A= 2 3 0x x x   ，集合  2B= 2 1 0, 0x x ax a    .若 A B 中恰含有一个整数，则实数 a的取值

范围是( )

A．
30,
4

 
 
 

B．
3 4,
4 3
 

 
C．

3 ,
4
  

D．  1,
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【答案或提示】

1.【答案】C

2.【答案】ABC

3.【答案】1＜a＜3

4.【答案】
1 51 2
2

k k 
  或

5.【答案】
1 251, ,9
3 3

          

【解析】分离变量，不等式 x2ax+2a<0 可转化为 x2<a(x2)，构造函数 f(x)=x2，g(x)= a(x2).

如图一，当 a>0，利用导数易求出切点 P(4,16)，欲使不等式 x2ax+2a<0 的解集中恰有两个整数，其解集中必要整数

4，则另一解必为 3 或 5，比较过这两点的直线的斜率，可得
25 9
3

a  ；如图二，当 a<0，欲使不等式 x2ax+2a<0

的解集中恰有两个整数，其解集中必要整数 0，则另一解必为 1 或-1，比较过这两点的直线的斜率，可得
11
3

a    ；

综上可得，实数 a 的取值范围是：
25 9
3

a  或
11
3

a    .

6.【答案】 2

7.【答案】B．

【解析】    2| +2 3 0 | 1 3A x x x x x x      或 ，因为函数 2( ) 2 1y f x x ax    的对称轴为 0x a  ，

(0) 1 0f    ，根据对称性可知要使 A B 中恰含有一个整数，则这个整数解为 2，所以有 (2) 0, (3) 0f f  且

(3) 0f  ，即
4 4 1 0

,
9 6 1 0

a
a

  
   

3 4
4 3

a  ，选 B.
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专题 20 利用拆凑法求多元不等式的最值
【方法点拨】

1. 已知的一边是二次齐次可分解，另一边是常数，可考虑换元法；

2. 例 2、例 3 中使用了拆凑用以“凑形”，其目的在于一次使用基本不等式，能实现约分或倍数关系.

【典型题示例】

例 1 (2021·江苏省泰州中学九月测 ·16)若实数 x，y满足
2 22 1x xy y   ，则 2 2

2
5 2 2

x y
x xy y


 

的最大值为______．

【答案】
2

4

【解析】因为   2 22 2x xy y x y x y     ，    2 2x y x y x y     ，

   2 22 25 2 2 2x xy y x y x y      ，设 2x y u  ， x y v  ，

故原问题可转化为“已知 1u v  ，求 2 2
u v
u v




的最大值”．

又因为
     

22 2

1 1 2
2 422 2

u v u v
u v u v uv u v u vu v u v

 
   

       

，

所以 2 2

2
5 2 2

x y
x xy y


 

的最大值为
2

4
，当且仅当 2u v  时取等号．

故答案为：
2

4
．

例 2 已知 , ,x y z R ，则 2 2 2

xy yz
x y z

 


 
的最大值是________

【答案】
2

2

【分析】本题变量个数较多且不易消元，考虑利用均值不等式进行化简，要求得最值则需要分子与分母能够将变量消

掉，观察分子为 ,xy yz均含 y ，故考虑将分母中的 2y 拆分与 2 2,x z 搭配，即

2 2 2
2 2 2 21 1

2 2

xy yz xy yz
x y z x y y z

  
 

          
   

，而
2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 12 2 , 2 2

2 2 2 2
x y x y xy z y z y yz        ，

所以
2

22 2
xy yz
xy yz

 
 


.
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点评：

本题在拆分 2y 时还有一个细节，因为分子 ,xy yz的系数相同，所以要想分子分母消去变量，则分母中 ,xy yz也要

相同，从而在拆分 2y 的时候要平均地进行拆分(因为 2 2,x z 系数也相同)．所以利用均值不等式消元要善于调整系数，

使之达到消去变量的目的．

例 3 若实数 x，y 满足 x2＋2xy－1＝0，则 x2＋y2的最小值是________．

【分析】

思路 1：注意到条件与所求均含有两个变量，从简化问题的角度来思考，消去一个变量，转化为只含有一个变量

的函数，从而求它的最小值．本题中可直接由已知解得 y，代人所求消去 y；也可将直接使用“1”的代换，将所求转化

为关于 x，y 的二次齐次分式.
思路 2：由所求的结论为 x2＋y2，想到将条件应用基本不等式构造出 x2＋y2，然后将 x2＋y2求解出来即可．

【解析一】从结论出发，注意到已知中不含“y2”项，故拆“x2”项的系数

设 x2＋y2=tx2 －t x2＋y2=tx2 －t x2＋y2]≥tx2 1 − � xy(0<t<1) ※

则 t: 1 − � ，解之得：t= −1+ 5
2

代人※得：x2＋y2≥−1+ 5
2

(x2 xy)=
−1+ 5

2

∴x2＋y2的最小值是−1+ 5
2

．

【解析二】从已知出发，注意到结论中不含“xy”项，故拆“xy” 项的系数

设 x2＋2xy＝x2＋2(tx)(1
�
y)≤x2＋[(tx)2+(1

�
y) 2]= (1+t2)x2+ 1

t2
y 2

则(1+t2): 1
t2
=1:1(下略 ).

【巩固训练】

1.已知  , , 0,a b c  ，则
 22 2 2 5

2

a b c

bc ac

  


的最小值为 ．

2.已知正实数 x，y 满足 x2＋xy－2y2＝1，则 5x－2y 的最小值为________．

3.已知 0,, cba ，则
bcab
cba

2

222




的最小值为 .

4.当 ,m n是正实数时, 2 2

4 +
1 

m n
m n

的最大值是 ．
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【答案或提示】

1.【答案】4

【解析】注意到分母中因式均含 c，故需拆分子含“c2” 项的系数

设�2 + �2 + �2 = �2 + ��2 +[�2 + 1 − �)�2 ≥ 2 ��� + 2 1 − ���

故 �： 1 − � = 1: 2，解之得：t= 5
5
，所以�2 + �2 + �2 ≥ 2 5

5
(�� + 2��)

当且仅当�2 = 1
5

�2，�2 = 4
5

�2，即� = 2 5
5

c，� = 2 5
5

c 时，等号成立.

则 �2+�2+�2 2
+5

2bc+��
≥ 4(��+2��)

5
+ 5

2bc+��
≥ 4，当且仅当 2�� + �� = 5 时，等号成立.

2.【答案】4

【解析】：将已知条件左边分解因式得 x2＋xy－2y2=( x－y) ( x+2y)=1

因为 x，y 是正实数，且( x－y) ( x+2y)=1>0，所以 x－y >0 ， x+2y>0

设 5x－2y=a( x－y)+b ( x+2y)，则 a=4，b =1，所以 5x－2y=4( x－y)+ ( x+2y)

由基本不等式得4( ) ( 2 ) 2 4( )( 2 ) 4x y x y x y x y       .

3.【答案】
2 5

5

【解析一】

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2

1 41 4 2 2+ 2 55 55 5= =
2 2 2 5

a b b ca b b ca b c
ab bc ab bc ab bc

    


  

（ ）（ ）
.

【解析二】

2 2
2 2 2 ( ) 1 ( )

=
2 2

a c
a b c b b

a cab bc
b b

  
 

，设 = , =a cx y
b b

，
2 2 2

= ( >0)
2

a b c t t
ab bc
 


.

则满足等式
2 21 =

2
x y t
x y
 


的 x,y 存在，去分母后配方得： 2 2 25( ) ( ) = 1
2 4
tx y t t    ，故 25 1 0

4
t   ，解得

2 5
5

t  .

4.【答案】
17
2

【解法一】 2 2
2 2

4 + 4 + 4 + 17
16 11 216 12 217 17 17 17

  
     

m n m n m n
m n m n m n

【解法二】设 2 2

4 + 1 ( 0)
1
 

 
m n t

m n t
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所以
2 2 1 (4 + )  m n t m n ,即 2 2 217( 2 ) ( ) 1

2 4
    

tm t n t

故
217 1 0

4
 t ,解之得

1 17
2


t

.

【解法三】令
2 2 2 m n r , cos , sin m r n r 

2 2 2 2 2
4 + 4 cos + sin 17 sin( ) 17 17 17

11 1 1 1 2


    
     

m n r r r r
m n r r r r

r

   
.
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专题 21 一类貌似神离的不等式求最值
【方法点拨】

1.已知 ax by xy  ，求mx ny 的最值型(其中a、b、m、 n均为正数).

此类问题应归结为“知和求和”型，解决的策略是利用常数代换，即将“1”将已知与所求进行相乘，从而得到常数项

与互为倒数的两项，然后利用均值不等式求解；也可用“权方和不等式”求解.

2.已知 0ax by cxy d    ，求mx ny 的最值型.

此类问题应采取“强分”的方法，即将 0ax by cxy d    分解为   ex f gy h t   ，然后直接使用基本不等

式求解为最简单途径.

【典型题示例】

例 1 已知 0, 0,x y x y xy    ，求 2x y 的最小值.

【答案】3 2 2

【解析一】对 x y xy  两边同时除以 xy得 1 1 1
x y
 

  1 1 2 22 2 3 2 3 2 2 3y x y xx y x y
x y x y x y

 
            

 
(等号成立条件略)

即 2x y 的最小值3 2 2 .

【解析二】(权方和不等式)对 x y xy  两边同时除以 xy得 1 1 1
x y
 

所以
 2
1 21 1 2 11

2 2x y x y x y


    



所以 2 3 2 2x y   (等号成立条件略)

即 2x y 的最小值3 2 2 .

说明：

1. 已知 , , ,x y a b R ，则有：
 2
a ba b

x y x y


 


(当且仅当 : :x y a b 时，等号成立).上式称为二元变量

的权方和不等式，用于“知和求和型”求最值.

2. 此类问题还可以通过消元以达到减元的目的来求解，由
1
xy
x




，再代入到所求表达式，求出最值即可，但

要注意 x的范围需由 0y  缩定.
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例 2 已知 0, 0,2 4x y x y xy     ，求 2x y 的最小值.

【解析】因为        2 2 2 2 2 2x y xy x xy y y x y y x y            

  1 2 2x y   

所以   2 4 1 2 6x y xy x y      

所以        2 2 1 2 4 2 2 1 2 4 4 3 4x y x y x y             ，

即  min
2 4 3 4x y   .

说明：

此类问题还可以通过消元以达到减元的目的来求解，由
4 22 4

1
xx y xy y

x


    


，再代入到所求表达式

4 22 2
1
xx y x

x


  


，求出最值即可，但要注意 x的范围需由 0y  缩定  0,2x .

【巩固训练】

1.已知正实数 ,x y满足 2 4xy x y   ，则 x y 的最小值为__________

2. 已知 2 0a b  ， 1a b  ，则
1 4
2a b b




的最小值为 .

3.如图，已知三角形 ABC 中，AB ＝1，AC ＝ 2 ，若点 M 为线段 BC 的三等分点(靠近 B 点)，则

的最小值为 ．

4．已知 a＞0，b＞0，且 1x y  则
2 2

2 1
x y
x y


 

的最小值是 ．

5.已知 x＞1，y＞1，则
2 2

1 1
x y
y x


 

的最小值是 ．

6.已知 a＞0，b＞0，且 1a b  ，则
1

2 1
a

a b



的最小值是 ．

7.已知 x＞1，y＞1，xy＝10，则
1 4

lg lgx y
 的最小值是 ．
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8. 已知正数 ,x y满足 2 2x y  ，则
8x y
xy


的最小值为 .

9.已知  0,3x ，则
2 8 1

3 2
xy
x x


 


的最小值为 .

10.已知正实数 x，y 满足 x+y＝xy，则
1 9+

1 1
y

x y 
的最小值是 ．

11.已知 a＞0，b＞0，且
2 1 1

2 2a a b
 

 
，则 a b 的最小值是 ．
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【答案或提示】

1.【答案】 2 6 3

2.【答案】
25
18

3.【答案】
25
18

【解析】
2 1
3 3

AM AB AB 
  

，
2 8 8 cos

9 9
AM  


，
2

5 4cosBC  


2 2

9 1
1 2 1 2 8 2

8 8 55 4cos 1 coscos cos
9 9 4

AM BC   
    

  
 

 

2
9 1
8 2 25

5 181 cos cos
4

 

 
 

  
    
 

.

4．【答案】
1
4

【解析】,
 22 2 1

2 1 3 4
x yx y

x y x y


  
   

当
2 1
x y

x y


 
，即

2 1,
3 3

x y  时，等号成立．

5.【答案】8
【解析】令 2 ( 0)x y t t   

   2 22 2 2 4 4 8
1 1 2

x y tx y t
y x x y t t

 
      

   

当

2 2

1 1

x y
x y
y x

  

   

，即 2, 2x y  ，两个等号同时成立．

6.【答案】
5
4

【解析】
 2 11 1 1 1 1 4 1

2 1 2 1 2 1 2 2 2
ba b

a b a b a b a b
 

       
   

 21 2 51
2 2 2 4a b


  

 

当
1 2

2 2 2a b



，即

2 1,
3 3

a b  ，
min

1 5
2 1 4

a
a b

    
．
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7.【答案】：9
【解析】∵x＞1，y＞1，xy＝10，

∴ lg lg 1x y  ，且 lg 0, lg 0x y 

∴
 2
1 41 4 9

lg lg lg lgx y x y


  


，当且仅当

1
310x  时取“＝”．

8.【答案】9

【解析】  2
8 28 8 1 8 2 9

2 2
x y
xy x y x y x y


     



当且仅当
4 1,
3 3

x y  ，等号成立.

9.【答案】
7
2

【解析】  
 

2
4 12 8 1 2 1 4 1 72 2 2

3 2 3 2 6 2 2 6 2 2 2
xy
x x x x x x x x


          

    

当且仅当 1x  时,等号成立.

10.【答案】:15

【解析】x+y＝xy 可化为
1 1+ 1
x y

 ，

 2
1 91 9 9 1 9+ + 1 + 1 1 151 1 1 11 1 1 1 1 1 (1 ) (1 )

y x y
x y x y

x y x y


      

        
.

11.【答案】
1 2
2


【解析】
 2

2 12 11
2 2 2 2 2a a b a b


  

   

当
2 1
2 2a a b


 
，即

12,
2

a b  ，  min

1 2
2

a b   ．
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专题 22 一类过定点问题的不等式恒成立
【方法点拨】

将恒成立问题转化为两函数的位置关系问题，难点在于发现两函数过定点.

【典型题示例】

例 1 设 aR，若 x＞0 时均有[(a－1)x－1]( x 2－ax－1)≥0，则 a＝______________．

【答案】
2
3

a

【分析】本题解法较多，按照一般思路，则可分为以下两种情况：

(A) 2

( 1) 1 0
1 0

a x
x ax


 

－ －

－ －
， 无解； (B) 2

( 1) 1 0
1 0

a x
x ax


 

－ －

－ －
， 无解．

因为受到经验的影响，会认为本题可能是错题或者解不出本题．其实在 x＞0 的整个区间上，我们可以将其分成两

个区间(为什么是两个？)，在各自的区间内恒正或恒负．(如下图)

我们知道：函数 y1＝(a－1)x－1，y2＝x 2－ax－1 都过定点 P(0，1)．

考查函数 y1＝(a－1)x－1：令 y＝0，得 M(
1

1a 
，0)，还可分析得：a＞1；

考查函数 y2＝x 2－ax－1：显然过点 M(
1

1a 
，0)，代入得：

21 1 0
1 1

a
a a

       
，解之得：

2
3a0  或者a ，或者

2
3

a ，

舍去 0a ，得答案：
2
3

a ．

点评：

本题的关键在于，一是将恒成立问题转化为利用“形”进一步转化为两函数的位置关系问题，二是发现两函数在 x

轴的右侧过定点.

【巩固训练】
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1. 对任意的 (0, )x  ，不等式 2 2( 2) ln 0ax a x x   恒成立，则实数 a的取值的集合是 ．

2.对任意的 (0, )x  ，不等式 2( ln )( 2 10) 0xx a x ax
a

      恒成立，则实数 a的取值范围是 ．

3.已知不等式 2( 3)( ) 0ax x b   对于任意的 (0, )x  恒成立，其中 ,a b是整数，则a b 的取值集合为__________.
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【答案或提示】

1.【答案】 1

【解析】设 2 2( ) 2f x ax a x   ， ( ) lng x x

因为 ( ) lng x x 恒过点(1,0)，所以必有
2(1) 2 0

0
f a a
a
    



，解之得 1a  .

2.【答案】 10

【分析】考虑从“形”出发.

设 ( ) ln xf x x a
a

   ， 2( ) 2 10g x x ax   

易知 0a  ，且函数 ( )f x 横过点 ( ,0)a

又
1( ) 1 0f x
x

    ，故 ( )f x 在 (0, )x  上增

必有 2( ) 2 10g x x ax    过 ( ,0)a

所以 2 22 10 0a a    ，解之得 10a  

又 0a  ，所以 10a  ．

3.【答案】 }8,2{

【解析】构造“形”易得
3b
a

  ，即 3a b  

∵ ,a b是整数

∴
3

1

a

b

 



，或

1

3

a

b

 




解之得：
3

1
a
b
 

 
，或

1
9

a
b
 

 

所以 2 8a b   或 ，故 a b 的取值集合为 }8,2{ .
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专题 23 几类函数的对称中心及应用
【方法点拨】

1.三次函数 3 2( ) ( 0)f x ax bx cx d a     的对称中心为( 0x ， 0( )f x )，其中 0( ) 0f x  ，即 0 0( ) 6 2 0f x ax b    ，

0 3
bx
a

  .

记忆方法：类比于二次函数的对称轴方程 0 2
bx
a

  ，分母中 2 3 .

2. 一次分式函数(或称双曲函数) ( ) ( 0)cx df x ac
ax b


 


的对称中心为 ( , )b c
a a

.

记忆方法：横下零，纵系数(即横坐标是使分母为 0 的值，而纵坐标是分母、分子中的一次项系数分别作为分母、分子

的值).

3. 指数复合型函数 ( ) x

nf x
a m




( 0 1, 0)a a mn  且 的对称中心为 (log , )
2

m
a

n
m

.

记忆方法：横下对，纵半分(即横坐标是使分母取对数的值，但真数为保证有意义，取的是绝对值而已，而纵坐标是分

母、分子中的常数分别作为分母、分子的值的一半).

【典型题示例】

例 1 已知函数
2( ) 2

3 1xf x x 


，则满足不等式 ( ) (3 2) 2f a f a   的实数a的取值范围是 .

【答案】
1,
2

   
 

【解析】
2

3 1xy 


的对称中心是 (0,1) ，其定义域为 R 且单减

令
2( ) ( ) 1 2 1

3 1xg x f x x    


，则 ( )g x 为 R 上的单调递减的奇函数

由 ( ) (3 2) 2f a f a   得 (3 2) 1 1 ( )f a f a   
即 (3 2) ( )g a g a  
因为 ( )g x 为奇函数，故 ( ) ( )g a g a  
所以 (3 2) ( )g a g a  

又 ( )g x 在 R 上单减，所以3 2a a   ，解之得
1
2

a  

所以实数a的取值范围是
1,
2

   
 

.

例 2 (2021·江苏镇江中学·开学初)设 ( )f x 是函数 ( )y f x 的导数， ( )f x 是 ( )f x 的导数，若方程 ( )f x ＝0 有实数

解 0x ，则称点( 0x ， 0( )f x )为函数 ( )y f x 的“拐点”．已知：任何三次函数都有拐点，又有对称中心，且拐点就是对

称中心．设 3 21 8( ) 2 1
3 3

f x x x x    ，数列  na 的通项公式为 2 7na n  ，则 1 2 8( ) ( ) ( )f a f a f a  

＝ ．
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【解析】令 ( ) 2 4=0f x x   得 2x  ， (2) 1f 

3 21 8( ) 2 1
3 3

f x x x x    对称中心为  2,1 ，

所以 ( ) (4 ) 2f x f x   对于任意 x R 恒成立

因为 2 7na n  ，所以 1 8 2 7 3 6 4 5 4a a a a a a a a       

所以 1 8 2 7 3 6 4 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2f a f a f a f a f a f a f a f a       

所以 1 2 8( ) ( ) ( ) 8f a f a f a    ．

例 3 已知函数  xf =
ax

x

 2

，若对  Nx ，    5fxf  恒成立，则 a的取值范围是 ．

【答案】 65  a
【巩固训练】

1. 函数 y=
4
2




x
x

的对称中心是 ．

2. 已知函数
2( )
1

ax af x
x
 




(其中 a R )图象关于点 P(－1，3)成中心对称，则不等式 ( ) 1f x x  的解集

是 ．

3. 设函数 3( ) ( 3) 1f x x x    ，数列 { }na 是公差不为 0 的等差数列， 1 2 7( ) ( ) ( ) 14f a f a f a    ，则

1 2 7a a a    ( )

A、0 B、7 C、14 D、21

4. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知直线 kkxy 22 与曲线 xxy  3)2(2 依次交于 CBA ,, 三点，若点 P 使

2|PCPA|  ，则 || PB 的值为_____.

5. 已知函数
1( )

2 1xf x a 


的图象关于坐标原点对称，则实数 a的值为_____.

6. 已知函数
3 1( ) 2
3 1

x

xf x x
 


，则满足不等式 ( ) (3 2) 0f a f a   的实数a的取值范围是 .
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【答案或提示】

1.【答案】(4，-1)

2.【答案】 1 0 3x x x   或

【解析】函数
2( )
1

ax af x
x
 




的对称中心为(－1，a)，与 P(－1，3)比较得 a＝3.此时
3 1( )

1
xf x
x





，不等式

( ) 1f x x  ，即
3 1 3 11 ( 1) 0

1 1
x xx x
x x
 

     
 

( 3) 0 ( 1)( 30 0
1

x x x x x
x


     


，由序轴标根法即得解集为 1 0 3x x x   或 .

3.【答案】D

【提示】根据函数值之和 1 2 7( ) ( ) ( ) 14f a f a f a    求自变量之和 1 2 7a a a  ，很自然会去考虑函数的性质，而

等式常常考查对称性，从而尝试去寻求函数 3( ) ( 3) 1f x x x    的对称中心.

函数 3( ) ( 3) 1f x x x    可以视为由 3( 3)y x  与 1y x  构成，它们的对称中心不一样，可以考虑对函数

的图象进行平移, 比如 3( ) 2 ( 3) ( 3)f x x x     ，引入函数 3( ) ( 3) 2F x f x x x     ，则该函数是奇函数，对

称中心是坐标原点，由图象变换知识不难得出 3( ) ( 3) 1f x x x    的图象关于点 (3,2) 中心对称.

4.【答案】1

【分析】 kkxy 22 过定点(2,2)， 对于三次函数 xxy  3)2(2 ，令 ( ) 12( 2) 0f x x    得 2x  ，又 (2) 2f  ，

所以 xxy  3)2(2 也关于点(2,2)对称，所以 2PA PC PB 
  

， 1PB 


.

5.【答案】－1

6.【答案】
1
2

   
 

【解析】
3 1 3 1 2 2( ) 2 2 1 2
3 1 3 1 3 1

x x

x x xf x x x x  
      

  
的对称中心是 (0,0) ，其定义域为 R 且单增(下略).
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专题 24 与圆相关的张角问题
【方法点拨】

1. 圆外一点与圆上两点的连线的夹角，以这两条直线为切线时最大；

2. 圆外一点与圆上一点及圆心连线的夹角，以这条直线为切线时最大.

【典型题示例】

例 1 设点  ,1M m ，若在圆
2 2: 1O x y  上存在点 N ，使得 30OMN  ，则m的取值范围是( )

A. 3, 3   B.
1 1,
2 2

   
C.  2,2 D.

3 3,
3 3

 
 
 

【答案】A

【分析】由圆的性质可知：圆上一点T ，与 ,M O 所组成的角 OMT ，当MT 与圆相切时， OMT 最大.所以若圆

上存在点 N ，使得 30OMN  ，则 30OMT   .由  ,1M m 和 2 2 1x y  可知过M 且与圆相切的一条直线为

1y  ，切点  0,1T ，所以在直角三角形OMT 中，
3tan

3
OT

OMT
TM

  ，从而 3 3 3TM m     .

例 2 已知圆 O：x2＋y2＝1，动圆 M：(x－a)2＋(y－a＋4)2＝1.若圆 M上存在点 P，过点 P作圆 O的两条切线，切点

为 A，B，使得∠APB＝60°，则实数 a的取值范围为________．

【答案】
2－ 2

2
，2＋ 2

2

【解析】由题意得圆心 M(a，a－4)在直线 x－y－4＝0 上运动，所以动圆 M是圆心在直线 x－y－4＝0 上，半径为 1

的圆．又因为圆 M上存在点 P，过点 P作圆 O的两条切线，切点为 A，B，使∠APB＝60°，所以 OP＝2，即点 P也

在 x2＋y2＝4 上，于是 2－1≤ a2＋ a－4 2≤2＋1，即 1≤ a2＋ a－4 2≤3，解得 2－ 2
2

≤a≤2＋ 2
2
，故实数 a的取值

范围是
2－ 2

2
，2＋ 2

2 .

【巩固训练】

1.设点 M( 0x ,1)，若在圆 O: 2 2 1x y  上存在点 N，使得∠OMN=45°，则 0x 的取值范围是________.

2.已知圆 2 2: ( 1) ( 1) 4M x y    ，直线 : 6 0,l x y A   为直线 l上一点，若圆M 上存在两点 ,B C ，使得

60BAC  ，则点 A 的横坐标的取值范围是 .

3. 在平面直角坐标系 xOy中，圆 2 2: ( 2) ( ) 3C x y m    ．若圆C存在以G为中点的弦 AB，且 2AB GO ，则实数m

的取值范围是 ．

4. 在平面直角坐标系 xOy 中，圆 O：x2＋y2＝1，圆 M：(x＋a＋3)2＋(y－2a)2＝1(a 为实数)．若圆 O 与圆 M 上分别存

在点 P，Q，使得∠OQP＝30，则 a 的取值范围为 ．
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5.已知圆 C：(x－2)2＋y2＝4，线段 EF在直线 l：y＝x＋1 上运动，点 P为线段 EF上任意一点，若圆 C上存在两点 A，

B，使得 PA
―→

· PB
―→

≤0，则线段 EF长度的最大值是________．

6. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知直线 2y x  与 x轴， y轴分别交于 ,M N 两点，点 P 在圆 2 2( ) 2x a y   上运

动．若 MPN 恒为锐角，则实数 a的取值范围是 ．
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【答案或提示】

1.【答案】  1,1

2.【答案】 [1,5]

3.【答案】 [ 2, 2]

4. 【答案】[－
6

5
，0]

5.【答案】 14

【解析】由 PA
―→

· PB
―→

≤0 得∠APB≥90°，从直线上的点向圆上的点连线成角，当且仅当两条线均为切线时，∠APB才是

最大的角，不妨设切线为 PM，PN，当∠APB≥90°时， ∠MPN≥90°，sin∠MPC＝ 2
PC

≥sin 45°＝ 2
2
，所以 PC≤2 2.另当

过点 P，C的直线与直线 l：y＝x＋1 垂直时，PCmin＝
3 2

2
，以 C为圆心，CP＝2 2为半径作圆交直线 l于 E，F两点，

这时的线段长即为线段 EF长度的最大值，所以 EFmax＝2 2 2 2－

3 2
2 2＝ 14.

6.【答案】 ( , 4) ( 7 1, )   

【错解】考虑若 MPN 为直角 ,则动圆与以 ,M N 为直径的圆相外切，故两圆相离时，满足题意，所以

2( 1) +1 2 2a   ，解之得： 7 1 7 1a a    或 .

【错因】当动圆在左侧时，此时，圆与已知直线 2y x  相交，圆上存在点与 ,M N 两点连线构成的角为零角，需排

除.还需动圆与直线 2y x  相离.
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专题 25 圆的弦被内(外)分成定比

【方法点拨】

1.利用垂径定理通过二次解直角三角形求出弦长，进而求出“弦心距”，最后利用“点线距”列方程；

2.利用圆幂定理(相交弦定理、切割线定理、割线定理)求出弦长，然后同上.

【典型题示例】

例 1 在平面直角坐标系 xOy中，过点 (1,0)M 的直线 l与圆 2 2 5x y  交于 ,A B两点，其中 A点在第一象限，且

2BM MA
 

，则直线 l的方程为 ．

【答案】y＝x－1

【分析】本题思路有下列几种：①利用向量坐标设点转化，点参法；②设直线方程的在 x轴上的截距式，联立方程组；

③垂径定理后二次解三角形；④相交弦定理；⑤利用”爪”型结构,得
2 1
3 3

OM OA OB 
  

,两边平方求得 AOB 的

余弦值.

【解法一】：易知直线 l的斜率必存在，设直线 l的方程为 y＝k(x－1)．

由BM
→

＝2MA
→

，设 BM＝2t，MA＝t.

如图，过原点 O作 OH⊥l于点 H，则 BH＝3t
2

.

设 OH＝d，在 Rt△OBH中，d2＋

3t
2 2＝r2＝5.

在 Rt△OMH中，d2＋

t
2 2＝OM2＝1，解得 d2＝

1
2
，

则 d2＝
k2

k2＋1
＝

1
2
，解得 k＝1 或 k＝－1.

因为点 A 在第一象限， BM
→

＝2MA
→

，由图知 k＝1，

所以所求的直线 l的方程为 y＝x－1.

【解法二】由 2BM MA
 

，设 BM＝2t，MA＝t

又过点 M的直径被 M分成两段长为 5 1 、 5 1
由相交弦定理得   22 5 1 5 1t    ，解之得 2t 
过原点 O作 OH⊥l于点 H，

在 Rt△OBH中，d2＋

3t
2 2＝r2＝5，解得 d2＝

1
2
，(下同解法一，略).

【解法三】设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则BM
→

＝(1－x2，－y2)，MA
→

＝(x1－1，y1)．
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因为BM
→

＝2MA
→

，所以
1－x2＝2 x1－1 ，

－y2＝2y1.

当直线 AB的斜率不存在时，BM
→

＝MA
→

，不符合题意．

当直线 AB的斜率存在时，设直线 AB的方程为 y＝k(x－1)，

联立
y＝k x－1 ，

x2＋y2＝5，
得(1＋k2)y2＋2ky－4k2＝0，则

y1＋y2＝
－2k
1＋k2

，

y1·y2＝
－4k2

1＋k2
，

－y2＝2y1，

解得

y1＝
2k

1＋k2
，

y2＝
－4k
1＋k2

，
所以 y1·y2＝

－8k2

1＋k2 2
＝
－4k2

1＋k2
，即 k2＝1.又点 A在第一象限，

所以 k＝1，即直线 AB的方程为 y＝x－1.

【解法四】设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则BM
→

＝(1－x2，－y2)，MA
→

＝(x1－1，y1)．

因为BM
→

＝2MA
→

，所以
1－x2＝2 x1－1 ，

－y2＝2y1，
即

－x2＝2x1－3，

－y2＝2y1.

又
x21＋y21＝5，

x22＋y22＝5，
代入可得

x21＋y21＝5，

2x1－3 2＋4y21＝5，
解得 x1＝2，代入可得 y1＝±1.又点 A在第一象限，故 A(2,1)，

由点 A和点 M的坐标可得直线 AB的方程为 y＝x－1.

点评：上述各种解法中，以解法一、解法二最简、最优.

例 2 已知圆 M：
2 2( 1) ( 3) 4x y    ，过 x轴上的点 ( ,0)P a 存在一直线与圆 M相交，交点为 A、B，且满足 PA=BA，

则点 P的横坐标 a的取值范围为 ．

【答案】1 3 3 1 3 3a   

【解法一】取 AB中点C，连接MC、MP，

设 2AB m ， 则
 

2 2 2

22 23

MC m r

MC m MP

  


 
， 相 减 得

2 2 2 28 8 4MP m r m    ， 0 m r  ∴

2 28 4 36MP m   ，即
2 2( 1) 3 36a   

M

y

o xP

A

B

．
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∴1 3 3 1 3 3a   

【解法二】由圆幂定理得：
2 2PA PB PM R  

设 2AB m ，代人上式得：
2 28 ( 1) 9 4m a      ，即

2 28 ( 1) 5m a  

0 2m  20 ( 1) 5 32a    

∴1 3 3 1 3 3a   

【解法三】(利用圆中最长弦为直径，得出 PA范围，而 PA的两个端点都在动，以静制动，然后再将 PA范围转化为

PM范围问题)

因为 PA=BA，所以 PA的最大值为 2，故 PM的最大值为 4(下略).

【巩固训练】

1. 在平面直角坐标系 xOy中，设直线 2y x   与圆 2 2 2x y r  ( 0)r  交于 A B、 两点，O为坐标原点，若圆上一点C满

足
5 3
4 4

OC OA OB 
  

，则 r  ．

2.在平面直角坐标系 xOy中，已知点  0,1P 在圆 C： 2 2 22 2 4 1 0      x y mx y m m 内，若存在过点 P 的直线交圆

C 于 A、B 两点，且△PBC 的面积是△PAC 的面积的 2 倍，则实数 m的取值范围为 ．

3.在平面直角坐标系 xOy中，圆 2 2: ( 2) ( ) 3C x y m    ．若圆C存在以G为中点的弦 AB，且 2AB GO ，则实数m

的取值范围是 ．

4.已知直线 3y ax  与圆
2 2 2 8 0x y x    相交于 ,A B两点，点  0 0,P x y 在直线 2y x 上且PA PB ，则 0x 的

取值范围为 .

【答案或提示】

1.【答案】 10

【解法一】遇线性表示想求模，将向量问题实数化.

2
2 2 25 3 25 5 3 92

4 4 16 4 4 16
OC OA OB OA OA OB OB         

 

      
，

即 2 2 2 225 15 9cos
16 8 16

r r r AOB r    ，整理化简得
3cos
5

AOB   .

过点O作 AB的垂线交 AB于 D，

则 2 3cos 2cos 1
5

AOB AOD      ，得
2 1cos

5
AOD  .
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又圆心到直线的距离
2 2
2

OD   ，所以
2

2
2 2

1 2cos
5

ODAOD
r r

    ， 10r  .

【解法二】注意到线性表示时的系数和为 2，联想“三点共线”.

由
5 3
4 4

OC OA OB 
  

，即
1 5 3
2 8 8
OC OA OB 
  

得 A B D、 、 三点共线(其中D是 AB的中点)，且 : 3:5AD BD  ，

设 3AD x ， 5BD x

思路一：垂径定理后二次解三角形，

 

2
22

222

2
2

4 2

r x

r x

    
 


 

，解之得 10r  .

思路二：相交弦定理，

 
222

33 5
2 2

4 2

r rx x

r x

   

  

，解之得 10r  .

2.【答案】
4 ,4
9
 

 

3.【答案】 [ 2, 2]

【简析】易知OA OB ，考察临界状态，只需过原点作圆的切线，切点弦的张角大于等于直角即可.

4.【答案】 ( 1,0) (0,2) 



第 131 页 共 153 页

专题 26 椭圆的焦点弦被焦点分成定比

【方法点拨】

1. 设椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

  ＞ ＞ 的右焦点为 F ，过 F 的直线 l与椭圆相交于 A B、 两点，直线 l的倾斜角为 ，

且 = ( )AF FB 
 

＞0 ，则 e  、 、 间满足
1cos
1

e 






.

2.长短弦公式:如下图,长弦 =
1 cos

epAF
e 

,短弦 =
1 cos

epBF
e 

(其中 p是焦参数，即焦点到对应准线的距离，

是直线 l与 x轴的夹角，而非倾斜角).

说明：公式 1 的推导使用椭圆的第二定义，不必记忆，要有“遇过将焦半径转化为到准线距离”的意识即可.

【典型题示例】

例 1 设 F1，F2分别是椭圆 E：
x2

a2
＋

y2

b2
＝1(a>b>0)的左、右焦点，过点 F1的直线交椭圆 E 于 A，B两点．若|AF1|＝3|F1B|，

AF2⊥x轴，则椭圆 E的离心率为________．

【答案】：
3

3

【解析】如图，设直线 AB 的倾斜角为

则 1 2Rt AF F ，
2

1 2 12 , bF F c AF
a

 

所以
4

2
2

2cos
4

c
bc
a

 



F x

A

B

O
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由|AF1|＝3|F1B|、长短弦公式得：
3

1 cos 1 cos
ep ep
e e 


 

，化简得： 2 cos 1e  

代入得：
4

2
2

4 1
4

ec
bc
a





，即

2 24 2 2

2 2

14 4 4 4b a ce e
a c ac e

            
  

解之得： 2 1
3

e = (负值已舍)，所以
3

3
e = .

例 2 已知椭圆 C：
x
2

a
2
＋
y
2

b
2
＝1(a>b>0)的离心率为

3

2
，与过右焦点 F且斜率为 k(k>0)的直线相交于 A，B 两点．若

AF
→
＝3FB

→
，则 k＝________.

【答案】 2

【解析】如右图，设 l 为椭圆的右准线，过 A、B 分别向 l作垂线 AA/、

BB/，A/、B/分别是垂足，过 B作 AA/垂线 BD， D是垂足

设 BF=t ，AF=3t

则
tBB
e

  ，
3tAA
e

 

Rt ABD 中，
2 , 4tAD AB t
e

 

故
1 1cos
2 3

AD
AB e

   

又 k>0，所以 tan 2k   .

x

D

F

B
B

A

y

O

B/

A/
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【巩固训练】

1. 已知 F 是椭圆 C 的一个焦点，B是短轴的一个端点，线段 BF 的延长线交 C于点 D，且 BF


＝2 FD


，则 C的离心率

为________．

2. 已知 F 是抛物线 2 4C y x： 的焦点，过 F 且斜率为 1 的直线交C于 A B， 两点．设 FA FB ，则 FA与 FB 的

比值等于 ．

【答案或提示】

1.【答案】
3

3

2.【答案】3 2 2

专题 27 根与系数关系的非对称运用
【方法点拨】

在一元二次方程 2 0( 0)ax bx c a    中，若 0  ，设它的两个根分别为 1 2,x x ，则有根与系数关系：

1 2
bx x
a

   ， 1 2
cx x
a

 ，借此我们往往能够利用韦达定理来快速处理 1 2x x 、
1 2

1 1
x x
 、

2 2
1 2x x 之类的“对称结

构”，但有时，我们会遇到涉及的不同系数的代数式的应算，比如求 2

1

x
x

、 1 2x x  之类的结构，就相对较难地转化到

应用韦达定理来处理了.特别是在圆锥曲线问题中，我们联立直线和圆锥曲线方程，消去 x 或 y ，也得到一个一元二

次方程，我们就会面临着同样的困难，可采用反过来应用韦达定理，会有较好的作用.

【典型题示例】

例 1 已知圆  2 2: 1 8C x y   ，定点  1,0A ，M 为圆上动点，点 P 在 AM 上，点 N 在CM 上，且满足

2AM AP
 

, 0NP AM 
 
 ,点 N 的轨迹为曲线 E .

（1）求曲线E的方程；

（2）过定点  0,2F 的直线交曲线 E于不同的两点G 、H (点G 在点F 、H之间)，且满足FG FH 
 

,求的取值

范围.

【分析】求的取值范围，突破口在于将 FG FH 
 

转化为 1

2

= x
x

 ，可以直接用向量转化，也可以用三角相似转化.

下一步关键在于如何将和 k联系，处理策略是
 2

1 2

1 2

1 2
x x
x x


   


，这样就建立了和 k 联系，再利用 k 的取值

范围就能求出的范围.
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【解析】(1)∵ 2AM AP
 

, 0NP AM 
 
 .∴ NP为 AM 的垂直平分线，∴ NA NM

又∵ 2 2CN NM  ,∴ 2 2 2CN AN   ∴动点N 的轨迹是以点  0C -1， ，  1,0A 为焦点的椭圆，且椭圆

长轴长为 2 2 2a  ，焦距 22 2, 2, 1, 1c a c b    .∴曲线 E的方程
2

2 1
2
x y  .

（3）当直线GH斜率存在时，设直线GH方程为 2y kx  ，代入椭圆方程
2

2 1
2
x y  ，得 2 21 4 3 0

2
k x kx     

 
，

由 0 得 2 3
2

k  .设    1 1 2 2, , ,G x y H x y ，

1 2 2
2

4 8=1 1 2
2

k kx x
kk

 
 


(1)， 1 2 2

2

3 6
1 1 2
2

x x
kk

 


(2)

∵ =FG FH
 

,∴     1
1 1 2 2 1 2

2

, 2 , 2 , xx y x y x x
x

         ，

 
   

2 2

2

2

1 1 32 32+2=
12 3 1+2 3 2

k
k

k

 
   

 

∵ 2

2

3 32 16, 4 ,
12 33 2

k

k

   
  
 

∴
1 16 14 2 . 3, 0 1

3 3
          


 1 1

3
   

又当直线HG斜率不存在方程
1 10, ,
3 3

x FG FH   
 

，∴
1 11, 1
3 3

      
， .

例 2 函数 3 21( ) 1
3

f x ax ax x    在 1 2,x x 处有极值，且 2

1

1 5x
x

  ，求 a 的取值范围.

【答案】
91
5

 
  
，

【解析】令 2( ) 2 1 0f x ax ax     ，则有 1 2 2x x  ， 1 2
1x x
a



令 2

1

x t
x
 ，则 2 1x tx (1 5t  )，得  1 2 11x x t x   ， 2

1 2 1x x tx ，

所以
   2 2

1 2

1 2

1x x t
x x t
 

 ，即
14 2a t
t

   ，因为1 5t  ，解得
91
5

a  .

点评：像这种 2 1x tx 非对称的结构，我们可以通过配凑成正常的韦达定理处理结构来. 2 1x tx ，得  1 2 11x x t x   ，
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2
1 2 1x x tx ，所以

   2 2
1 2

1 2

1x x t
x x t
 

 .

【巩固练习】

1. 设直线 l 过点 P(0，3)，和椭圆
2 2

1
9 4
x y

  顺次交于 A、B 两点，则
AP
PB

的取值范围为 .

2.椭圆有两顶点 A(-1，0)、B(1，0)，过其焦点 F(0，1)的直线 l与椭圆交于 C、D 两点，并与 x 轴交于点 P．直线 AC
与直线 BD 交于点 Q．

(I)当|CD |=
3 2
2

时，求直线 l的方程；

(II)当点 P 异于 A、B 两点时，求证：OP OQ
 

为定值.

3.椭圆
2 2

1
9 4
x y

  的左右顶点分别为 A、B，过椭圆的右焦点 F 的直线 l 交椭圆交于 P、Q

两点，设直线 AP 的斜率为 k1，直线 BQ 的斜率为 k2.证明： 1

2

k
k

为定值.

4. 已知 A、B 分别是椭圆
2

2 1
4
x y  的右、上顶点，CD∥AB，C、D 在椭圆上，设直线 AC 的斜率为 k1，直线 BD 的

斜率为 k2.证明： 1 2k k 为定值.

5.已知椭圆
2 2

1
4 3
x y

  ，M、N 分别是上、下顶点，过点 P(0,1)的直线 l 交椭圆于 A、B 两点(异于 M、N)，直线 AM、

BN 交于点 T.求证：点 T 的纵坐标为定值.

http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
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【答案或提示】

1.【答案】
1 1
5
 

 
，

【解析】设直线 l 的方程为：y = kx+ 3，代入椭圆方程，消去 y 得(9k2+4)x2+54kx+45=0(*)

则
1 2 2

1 2 2

54
9 4

45
9 4

kx x
k

x x
k

    

 
 

，

注 意 到 1 1

2 2

x xAP
PB x x

  ，设 1

2

x
x

 ，则 1 2x x ，

所 以  1 2 11x x x   ， 2
1 2 1x x x ，

所以
   2 2

1 2

1 2

1x x
x x




 
 ，即

2

2

1 3242
45 20

k
k




  


.

在(*)中，由判别式 0  ，可得 2 5
9

k  ，

从而有
2

2

324 364
45 20 5

k
k

 


，所以
1 364 2

5



    ，解得

1 5
5

  .

结合 0 1  ，得
1 1
5

  .

综上，
1 1
5

AP
PB

  .

点评：

1 2x x 经常出现在圆锥曲线的题型为：过点 Q 的直线与圆锥曲线交于不同的两点 , A 、B ，且满足QA QB
 

之类的，或者是
QA
QB

之类的.其中QA QB
 

，用坐标表示出来后，就可以选择一个较简单的式子来转化到韦达定理；

QA
QB

我们可以设他们的比值为 ，这样可以转化到QA QB
 

，再用同样的办法来解决.

2.【答案】(I) 2 1y x  或 2 1y x   ；(II)略.

【解析】(Ⅰ)因椭圆的焦点在 y 轴上，设椭圆的标准方程为
2 2

2 2 1 ( 0)y x a b
a b

    ，

由已知得 1b  ， 1c  ，所以 2 2a  ，则椭圆方程为
2

2 1
2
yx   ．

直线 l垂直于 x 轴时与题意不符．

设直线 l的方程为 1y kx  ，联立

2
2 1,

2
1,

yx

y kx


 


  

得 2 2( 2) 2 1 0k x kx    ，

http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
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设 1 1( , )C x y ， 2 2( , )D x y ，则 2 2 24 4( 2) 8( 1)k k k      ， 1 2 2

2
2

kx x
k

  


， 1 2 2

1
2

x x
k

 


，

2
2 2

1 2 1 2 2

2 2( 1)| | 1 ( ) 4
2

kCD k x x x x
k


      


．

由已知得
2

2

2 2( 1) 3 2
2 2

k
k





，解得 2k   ，

所以直线 l的方程为 2 1y x  或 2 1y x   ．
(Ⅱ)直线 l垂直于 x 轴时与题意不符．

设直线 l的方程为 1y kx  ( 0k  且 1k   )，所以 P 点的坐标为
1( ,0)
k

 ．

设 1 1( , )C x y ， 2 2( , )D x y ，由(Ⅰ)知 1 2 2

2
2

kx x
k

  


， 1 2 2

1
2

x x
k

 


，

直线 AC 的方程为： 1

1

( 1)
1

yy x
x

 


，直线 BD 的方程为： 2

2

( 1)
1

yy x
x

 


，

方法一：

联立方程

1

1

2

2

( 1),
1

( 1),
1

yy x
x
yy x
x

   

  
 

设 0 0( , )Q x y ，解得

1 2

2 1 2 1 1 2
0

1 2 2 1 1 2

2 1

( 1)1
( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1) ( 1)1
( 1)

y x
y x y x y xx
y x y x y x
y x




   
 

   


，

不妨设 1 2x x ，则 2 1 1 2
0

2 1 1 2

( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)( 1) ( 1)( 1)
kx x kx xx
kx x kx x

    


    
1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

2 ( ) ( )
( ) ( ) 2

kx x x x k x x
k x x x x

   


   
2

2 2 2

22

2 2

8( 1)2 2
2 2 2

8( 1)2 2
2 2

k kk k
k k k

kk
k k


 

  


  
 

2

2

4 2 2( 1)

2 2( 1) 4

k k k

k

  
 

 
k ，

因此 Q 点的坐标为 0( , )k y ，又
1( ,0)P
k

 ，∴
1( ) ( ) 0 1OP OQ k
k

      
 

．

故OP OQ
 

为定值．
方法二：

联立方程

1

1

2

2

( 1),
1

( 1),
1

yy x
x
yy x
x

   

  
 

消去 y 得

 
 

2 1 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

1 11
1 1 1

y x kx x kx xx
x y x kx x kx x

   
 

    
，(x1 、x2的系数出现了不对称)

又 1 2 2

2
2
kx x
k

  


， 1 2 2

1
2

x x
k

 


， 1 22

2
2
kx x
k

  


，

代入上式可得，
2 22 2

2 22 2

2 2 1
1 12 2

2 21 11
2 2

k kkx x
x kk k

k kx kk x x
k k

                 
                

即
1
1

x
x



1
1

k
k





，解得 x k  ．

因此 Q 点的坐标为 0( , )k y ，又
1( ,0)P
k

 ，∴
1( ) ( ) 0 1OP OQ k
k

      
 

．

故OP OQ
 

为定值．

http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
http://www.zxsx.com
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3.【证明】令直线 PQ 的方程是 1x my  ， 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y

则由
2 23 2 12 0

1
x y
x my

   


 
，得  2 23 4 6 9 0m y my   

则 1 2 2

6
3 4

my y
m

  


， 1 2 2

9
3 4

y y
m




(♯)

又 1 1
1

1 12 3
y yk

x my
 

 
， 2 2

2
2 22 1
y yk

x my
 

 

所以
 
 

1 21 1 2 1

2 2 1 1 2 2

1
3 3

y myk my y y
k y my my y y

 
 

 
(*)

由(♯)得  1 2 1 2
3

2
y y y y

m
  ，代入(*)得：

 

 

1 2 1 1 2
1

2
1 2 2 1 2

3 1 3
12 2 2

3 3 9 33
2 2 2

y y y y yk
k y y y y y

  
  

  
.

4.【答案】
1
4

证明：令直线 CD 的方程是
1
2

y x t   ， 1 1( , )C x y ， 2 2( , )D x y

则由

2 24 4 0
1
2

x y

y y t

   



  

，得 2 22 (2 2) 0x tx t   

所以
 

1 2 1
1 2

1 2
1 2 2 1

1 1 1
1 2 2 2

2 2

x t x t x t
y yk k

x x x x

                    
 

     1 2 1 1 2 2

1 2 2 1 2 2

2 2 2 2 21 1 1
4 2 4 2 4
x t x t x t x x x

x x x x x x
    

  
 

.

5.【答案】3

【证明】设直线 l 的方程是 1y kx  ， 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y

则由
2 23 4 12 0

1
x y
y kx

   


 
，得 2 2(4 3) 8 8 0k x kx   

所以 1 2 1 22 2

8 8,
4 3 4 3

kx x x x
k k

    
 

，所以 1 2 1 2
1x x x x
k

 

又因为 1

1

3: 3yAM y x
x


  ， 2

2

3: 3yBN y x
x


 

所以    2 1

2 1

3 33 3y yy y
x x
 

  

故 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2

2 (1 3) (1 3) (3 3) (3 3)3 3
(1 3) (1 3) (1 3) (1 3)

kx x x x x xy
x x x x

      
 

     

1 2

1 2

(1 3) (1 3)3 3
(1 3) (1 3)

x x
x x

  
 

  
.
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专题 28 数列的性质
【方法点拨】

1.数列是定义在正整数集或其有限子集上的函数，数列的函数性主要涉及数列的单调性(判断数列的增减性和确

定数列中最大(小)项，求数列最值等)等；

2.数列中的恒成立问题较函数中恒成立问题更难，但方法是想通的，一般都要分离参数，一般都要转化为研究单

调性，但由于数列定义域是离散型变量,不连续，这给研究数列的单调性带来了难度,其一般解决方法是作差或作商.

【典型题示例】

例 1 若不等式
1

n＋1
＋

1
n＋2

＋…＋
1

3n＋1
>a－7 对一切正整数 n都成立，则正整数 a的最大值为________．

【答案】8

【分析】要求正整数 a 的最大值，应先求 a 的取值范围，关键是求出代数式
1

n＋1
＋

1

n＋2
＋…＋

1

3n＋1
的最小值，可将

其视为关于 n 的函数，通过单调性求解．

【解析】令 f(n)＝
1

n＋1
＋

1

n＋2
＋…＋

1

3n＋1
(n∈N*)，

对任意的 n∈N*，f(n＋1)－f(n)＝
1

3n＋2
＋

1

3n＋3
＋

1

3n＋4
－

1

n＋1
＝

2

3 n＋1 3n＋2 3n＋4
>0，

所以 f(n)在 N*上是增函数．

又 f(1)＝
13

12
，对一切正整数 n，f(n)>a－7 都成立的充要条件是

13

12
>a－7，

所以 a<
97

12
，故所求正整数 a 的最大值是 8.

点评：本题是构造函数法解题的很好的例证．如果对数列求和，那就会误入歧途．本题构造函数 f(n)，通过单调性求

其最小值解决了不等式恒成立的问题．利用函数思想解题必须从不等式或等式中构造出函数关系并研究其性质，

才能使解题思路灵活变通.

例 2 已 知 常 数 0  ， 设 各 项 均 为 正 数 的 数 列  na 的 前 n 项 和 为 nS , 满 足 ： 1 1a  ，

 1
1 13 1nn

n n n
n

a
S S a

a


     ( *nN )．若 1
1
2n na a  对一切 *nN 恒成立，则实数 的取值范围是 ．

【答案】
1
3
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【分析】已知条件  1
1 13 1nn

n n n
n

a
S S a

a


     中含“项、和”，需抓住特征，实施消和.

【解析】∵  1
1 13 1nn

n n n
n

a
S S a

a


     0na  ，

∴ 1

1

3 1nn n

n n

S S
a a





   

则 2 1

2 1

3 1S S
a a

    ， 23 2

3 2

3 1S S
a a

    ， 11

1

3 1nn n

n n

S S
a a

 



     2n 

相加，得  2 11 3 3 3 1nn

n

S n
a

      

则  3 3 2
2

n

n nS n a n
 

    
 

上式对 1n  也成立，

∴  *3 3
2

n

n nS n a n N
 

    
 

． ③

∴  
1

*
1

3 3 1
2

n

n nS n a n N




 
     
 

． ④

④－③，得
1

1 1
3 3 3 31

2 2

n n

n n na n a n a 


 

    
         
   

即
1

1
3 3 3 3

2 2

n n

n nn a n a 




    
       

   

∵ 0  ，∴
13 3 3 30, 0
2 2

n n

n n 
  

    .

∵ 1
1
2n na a  对一切 *nN 恒成立，

∴
3 3

2

n

n 


11 3 3( )
2 2

n

n
 

  对一切 *nN 恒成立．

即
2

3 3n

n 


对一切 *nN 恒成立．

记
2

3 3n n

nb 


,则
 
   1 1 1

4 2 3 62 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

n

n n n n n n

nn nb b   

  
   

   

当 1n  时， 1 0n nb b   ；
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当 2n  时， 1 0n nb b  

∴ 1 2
1
3

b b  是{ }nb 中的最大项．

综上所述， 的取值范围是
1
3

  .

【巩固训练】

1. 已知数列 na 中，则在数列
79 ( )
80n

na n N
n


 


则数列 na 的前 50项中最小项为第 项，最大项为第____

项.

2.等比数列 na 的首项 1 1000a  ，公比
1
2

q  ，设 1 2 3 ( )n np a a a a n N          ，则 1 2 3, , , , , ( )nP P P P n N        中

第______项最大.

3.已知 2 ( )
20n

na n N
n

 


，则在数列 na 的最大项为第______项.

4.求使得不等式
1 1 1 1 2 5

1 2 3 3 1
a

n n n n
       

   
对 n N  恒成立的正整数a的最大值为____________.

5.数列 ,,141,1}{ 22
2

2
1211 nn

n
nn aaaS

a
aaa   记满足 若

3012
mSS nn  对任意 *Nn 恒成立，则正整

数 m 的最小值为 .

6．已知数列{an}的前 n 项和 Sn＝3n(λ－n)－6，若数列{an}单调递减，则λ的取值范围是

A．(－∞，2) B．(－∞，3) C．(－∞，4) D．(－∞，5)

7．已知数列 na 的前 n项和 nS 满足 2 1n nS a  .若对任意正整数 n都有 1 0n nS S    恒成立，则实数 的取值范

围为( )

A．  ,1 B．
1
2

  
 

， C．
1
3

  
 

， D．
1
4

  
 

，

8．已知数列 na 的通项公式为
1 13 3 1

4 4

          
     

n n

na ，则数列 na 中的最小项为( ).

A． 1a B． 2a C． 3a D． 4a

9．已知数列 na 满足： 1a a ，  1
5 8

1
n

n
n

aa n N
a





 


，若对任意的正整数n，都有 3na  ，则实数 a的取值范

围( )

A．  0,3 B．  3, C． 3,4 D． 4,

10．已知数列 na 满足 1 3a  ，
   *

1

3 1 n
n

n a
a n N

n


  ，若 *n N  ，使得 3 4 0n

na k   成立，则实数 k的取
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值范围是( )

A．
1,
4

  
 

B．  , 0 C．
3,
8

  
 

D．
27,
64
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【答案或提示】

1.【答案】8、9
2.【答案】10

3.【答案】 4、5

4.【答案】 3
5.【答案】10

6.【答案】A

【解析】  1
1 3 2 2 1 , 2n

n n na S S n n
      ， 1 3 9a   ，

因为 na 单调递减，所以  1 0, 2n na a n   ，

所以  2
1 3 4 1 0, 3n

n na a n n
       ，且 2 1 3 6 0a a     ，

所以只需 1 0n    ， 3n  ，且 2  ，

所以 2  ，故选 A．

7.【答案】C

【解析】当 1n  时， 1 12 1S a  ，即 1 12 1a a  ，得 1 1a  ；

当 2n  时，由 2 1n nS a  ，得 1 12 1n nS a   ，两式相减得 12 2n n na a a   ，得 12n na a  ，
1

2n

n

a
a 

  ，所以，

数列 na 为等比数列，且首项为1，公比为 2 ， 1 11 2 2n n
na

     . 12 1 2 2 1 2 1n n
n nS a         ，

由 1 0n nS S    ，得
 

 

1

1 1 1
1

1 12 12 1 1 12 2
2 1 2 1 2 2 2 1

n
n

n
n n n

n

S
S




  


 
    

  
，

所以，数列
1

n

n

S
S 

 
 
 

单调递增，其最小项为 1
2

2

2 1 1
2 1 3

S
S


 


，所以，

1
3

  ，

因此，实数 的取值范围是
1,
3

  
 

，故选 C．

8.【答案】C

【解析】因为
1 13 3 1 0

4 4

n n

na
           

     
, ( )n N 

所以
1 13 31 0

4 4

n n

na
            

     
,
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所以

1 1 2

+
1

2

3
4

4

31
4

n n

na

      
 
 
 

  
 
 
 

  
      ,

当且仅当
1

3

1

4

3 31
4 4

1log 1
2

n n

n
 

      
  

 


  取“=”.

又因为 3
4

13 log 1 4
2

   .

当 3n  时,
2 2

3
3 3 631
4 4 256

a
           

     
.

当 4n  时,
3 3

4
3 3 9991
4 4 4096

a
           

     
.

所以数列 na 中的最小项为 3a .故选：C.

9.【答案】B

【解析】 1
5 8 5( 1) 3 35 ( 3)

1 1 1
n n

n n
n n n

a a
a a

a a a

  
    

  
 ，

又
35

1
y

x
 


在区间 (3, ) 上单调递增，

1 1 3n na a a a     ，实数 a的取值范围 (3, ) ，故选： B．

10.【答案】D

【解析】∵    *
1

3 1 n
n

n a
a n N

n


  ,∴ 1 3

1
n na a
n n

 


,

记 n
n

a
b

n
 ,则 nb 是以 1 3b  , 3q  的等比数列,

∴ 3nnb  ,∴ 3nna n  ,

∵ *n N  , 3 4 0n
na k   ,

等价于 *n N  ， 33
4

n

k n    
 

，即
max

3 3
4

n

nk
 

   
 

 
 
 

令 3
4n

n

c n 
 
 

 ,则  1

13 3 3 31
4 4 4 4

n n n

n n
nn nc c

            
     

   

∴ 3n  时, 1n nc c  ; 4n  时, 1n nc c  .
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∴ 1 2 3 4 5 6c c c c c c      ,

∴ 3 4

max

3 81
4 64

n

n c c
 
 

     
 

  
.

∴
27
64

k  ,∴实数 k的取值范围为
27,
64

  
 

,故选：D

专题 29 数列通项结构的应用

【方法点拨】

1.数列{an}是等差数列⇔an＝pn＋q(p，q为常数).

2. 数列{an}是等差数列⇔Sn＝An2＋Bn(A，B为常数).

3. 已知 Sn是等差数列{an}的前 n项和，则

Sn
n 也是等差数列，且其首项为 a1，公差为{an}公差的

1
2
.

4.两个等差数列{an}、{bn}的前 n 项和 Sn、Tn之间的关系为
12

12




n

n

n

n

T
S

b
a

.

5.两个等差数列{an}、{bn}的前 n 项和分别为 Sn、Tn，若
DCn
BAn

T
S

n

n




 ，则
DmC
BnA

b
a

m

n





)12(
)12( .

【典型题示例】

例 1 nS 是公差为 2 的等差数列 na 的前 n项和，若数列{ 1}nS  也是等差数列，则 1a  ________.

【答案】 1 或 3

【分析】用特殊值法，也可直接抓住等差数列的结构特征解题.

【解析一】(特殊值法)由题意 2
1 1

( 1) 2 ( 1)
2n

n nS na n a n
      ，

∵数列{ 1}nS  是等差数列

∴ 2 1 32 1 1 1S S S     ， 1 1 12 2 3 1 3 7a a a     ，

解得 1 1a   或 1 3a  ，

1 1a   时， 21 2 1 1nS n n n      ， 1 3a  时， 21 2 1 1nS n n n      ，均为 n的一次函数，数列

{ 1}nS  是等差数列，

故 1a 的值为－1 或 3.

【解析一】(特殊值法)由题意 2
1 1

( 1) 2 ( 1)
2n

n nS na n a n
      ，
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∵数列{ 1}nS  是等差数列

∴ 2
1( 1) +1nS n a n   必为关于 n的一次式，即 2

1( 1) +1n a n  是完全平方式

∴
2

1( 1) 4 0a   

解之得 1 1a   或 1 3a  (下同解法一)．

例 2 已知 na 是首项为 2，公比为  1q q  的等比数列，且 na 的前 n项和为 nS ，若 2nS  也为等比数列，

则 q  ．

【答案】2

【解析】因为 na 是首项为 2，公比为  1q q  的等比数列．

所以
 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1

n n n

n

a q q qS
q q q q
  

   
   

．

2 2 2
1 1

2n

nq
q

S
q

 



 

2nS  为等比数列，则 2nS  也为等比数列．

所以
2 2 0

1 q
 


，即 2q = ．

点评：等比数列通项的结构特征是： ( 0)n
na Aq A q 、 .

例 3 已知两个等差数列{ }na 和{ }nb 的前n项和分别为 A n 和 nB ，且
7 45

3
n

n

A n
B n





，则使得 n

n

a
b

为整数的正整数 n

的个数是 .

【答案】5

【解析】根据等差数列前n项和的公式不难得到： 2 1

2 1

(2 1) 7(2 1) 45 7 19
(2 1) (2 1) 3 1

n n n

n n n

a n a A n n
b n b B n n





   
   

   
(﹡)

(﹡)式是一个关于n的一次齐次分式，遇到此类问题的最基本的求解策略是“部分分式”——即将该分式逆用通分，

将它转化为分子为常数，只有分母中含有变量 n

因为
7 19 7( 1) 12 127

1 1 1
n n
n n n
  

  
  

所以，要求使得 n

n

a
b

为整数的正整数 n，只需 1n 为12的不小于 2 的正约数
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所以 1 2,3,4,6,12n  

例 4 已知 Sn是等差数列{an}的前 n项和，若 a1＝－2 014，
S2 014

2 014
－

S2 008

2 008
＝6，

则 S2 020等于________.

【答案】2 020

【解析】由等差数列的性质可得

Sn

n 也为等差数列，设其公差为 d，

则
S2 014

2 014
－

S2 008

2 008
＝6d＝6，∴d＝1，且首项为

S1

1
＝－2 014.

故
S2 016

2 016
＝
S1

1
＋2 015d＝－2 014＋2 015＝1 ，

∴S2 020＝1×2 020＝2 020.

【巩固训练】

1.记等差数列{an}的前 n 项和为 nS ，已知 1 2a = ，且数列 nS 也为等差数列，则 13a = .

2. 已知公差大于零的等差数列{an}的前 n项和为Sn，且满足a3·a4＝117，a2＋a5＝22，数列{bn}满足bn＝
Sn

n＋c
(其中c≠0)，

若{bn}为等差数列，则 c的值等于________.

3. 设等比数列{an}，{bn}的前 n 项和分别为 Sn，Tn，若对任意自然数 n都有
3 1

4

n
n

n

S
T


 ，则 3

3

a
b

的值为________.

4. 设 nS ， nT 分别是等差数列 na ， nb 的前 n项和，已知
2 1
4 2

n

n

S n
T n





， *n N ，则 10 11

3 18 6 15

a a
b b b b

 
 

．

5.已知 nS 是等差数列 na 的前 n项和，若 7 7S  ， 15 75S  ，则数列 nS
n

 
 
 

的前 20 项和为 ．

6. 已知数列的{an}的前 n项和 Sn，若{an}和 nS 都是等差数列，则 10n

n

S
a
 的最小值是 .
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【答案或提示】

1.【答案】50

【解析】设该等差数列的公差为 d ，

则由等差数列求和公式得 2( 1)2 (2 )
2 2 2n

n n d dS n d n n
     .

又因为数列 nS 为等差数列， 2 0
2
d

  ，故 4d = .

所以 13 1 12 50a a d= + = .

2.【答案】－
1

2

【解析】 设等差数列{an}的公差为 d，且 d＞0，由等差数列的性质，得 a2＋a5＝a3＋a4＝22，

所以 a3，a4是关于 x 的方程 x2
－22x＋117＝0 的解，所以 a3＝9，a4＝13，易知 a1＝1，d＝4，故通项为 an＝1＋(n

－1)×4＝4n－3.

所以 bn＝
Sn

n＋c
＝
2n2

－n

n＋c
.

法一 (特殊值法)所以 b1＝
1

1＋c
，b2＝

6

2＋c
，b3＝

15

3＋c
(c≠0).

令 2b2＝b1＋b3，解得 c＝－
1

2
.

当 c＝－
1

2
时，bn＝

2n2
－n

n－
1

2

＝2n，

当 n≥2 时，bn－bn－1＝2.

故当 c＝－
1

2
时，数列{bn}为等差数列.

法二 由 bn＝
Sn

n＋c
＝

n（1＋4n－3）

2

n＋c
＝

2n
n－

1

2

n＋c
，

∵c≠0，∴可令 c＝－
1

2
，得到 bn＝2n.

∵bn＋1－bn＝2(n＋1)－2n＝2(n∈N
*
)，

∴数列{bn}是公差为 2 的等差数列.

即存在一个非零常数 c＝－
1

2
，使数列{bn}也为等差数列.

3.【答案】9

【解析】联想等比数列的前 n项和的结构特征，可知： 1(1 9 )
1 9

n

n
aS 




， 1(1 3 )
1 3

n

n
bT 




，且 1 1a b ,所以
23

3

9( ) 9
3

a
b

  .
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4.【答案】
41
78

5.【答案】55

【解析】由等差数列的性质得

Sn
n 也是等差数列，设 n

n
Sb
n

 ，其公差为 d

且 7
7 1

7
Sb   ， 15

15 5
15
Sb   ，所以

1
2

d  ， 1 2b  

所以 nS
n

 
 
 

的前 20 项和即为 nb 的前 20 项和，故为
20 19 120 ( 2) 55

2 2


     .

6.【答案】21

【解析】设该等差数列的公差为 d ，

则由等差数列求和公式得 2
1 1

( 1) ( )
2 2 2n

n n d dS na d n a n
     .

又因为数列 nS 为等差数列， 1 0
2
da   ，故 12d a= .

所以
2 2

10 1

1

( 10) 1 21 21[(2 1) ] 21
(2 1) 4 2 1 2

n

n

S n a n
a n a n
 

     
 

，当且仅当 10n  时，“=”成立.

所以 10n

n

S
a
 的最小值是 21.

专题 30 隔项成等差数列问题

【方法点拨】

定义 在数列{ }na 中，若任意 n N *Î ，存在 t N *Î 且 2t ³ ，都有 n t na a d
+
- = ( d 为常数)，则称数列{ }na 是

“隔项成等差”数列.

类型 1 1n n n ta a a An B
+ +

+ + 鬃� = + ：

由
1

1 1

n n n t

n n n t

a a a An B
a a a An A B

+ +

- + -

ì + + 鬃� = +ïïí
ï + + 鬃� = - +ïî

，两式相减得 1 ( 2)n t na a A n
+ -
- = ³ ，这就得到“隔项成等差”数列{ }na ，

特别的，当 0A= 时，数列{ }na 为周期数列.

类型 2 2
1n n n tS S S An Bn C

+ +
+ + 鬃� = + + ：

由

2
1

2
1 1 ( 1) ( 1)

n n n t

n n n t

S S S An Bn C
S S S A n B n C

+ +

- + -

ì + + 鬃� = + +ïïí
ï + + 鬃� = - + - +ïî

，

两式相减得 1 2 ( 2)n n n ta a a An A B n
+ +

+ + 鬃� = - + ，这样，类型 2 就转化为类型 1 了，所不同的是不包含
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首项 1a .

类型 3 1 ( 1)nn na a An B
+
+ - = + ：

对 n 赋 值 ， 有

2 1 2

2 2 1

2 2 2 1

2
2

2

n n

n n

n n

a a An B
a a An A B
a a An A B

+

-

+ -

ì + = +ïïïï - = - +í
ïïï - = + +ïî

， 通 过 加 减 可 得
2 1 2 1

2 2 2 4 2
n n

n n

a a A
a a An A B

+ -

+

ì + =ïïí
ï + = + +ïî

， 从 而

2 2 2 4 3 2n na a An A B
-
+ = - + ，所以 2 2 2 4n na a A

+
- = ，这就得到“隔项成等差”数列.

【典型题示例】

例 1 设数列 na 的前 n项和为 nS ，已知  2 *4 2 7n nS a n n n N    ，则 11a  _______．

【答案】－2

【解析】由  2 *4 2 7n nS a n n n N    得， 2
1 14 2 ( 1) 7( 1)( 2)n nS a n n n      

两式相减得， 2 2
1 14 4 2 7 2 ( 1) 7( 1)( 2)n n n nS S a n n a n n n          

即 1 4( 2)n na a n n     ，所以 1 2 5( 3)n na a n n     

两式相减得， 2 1( 3)n na a n   

又将 1n  代入  2 *4 2 7n nS a n n n N    得， 1 3a 

所以 11 1 5 ( 1) 2a a      .

例 2 数列 na 满足 1 ( 1) 2 1n
n na a n     ，则其前60 项和为________

【答案】1830

【分析】枚举找到规律，分奇偶找到连续的四项和构成等差数列.

【解析】由 1 ( 1) 2 1n
n na a n     ，可得 2 1 1a a  ， 3 2 3a a  ， 4 3 5a a  ， 5 4 7a a  ，

6 5 7a a  ， 7 6 11a a  ，···， 100 99 199a a 

所以 3 1 2a a  ， 4 2 8a a  ， 7 5 2a a  ， 8 6 24a a  ， 9 11 2a a  ， 12 10 40a a  ，···，

所以从第一项起，每四项的和构成以 10 为首项，16 为公差的等差数列

所以 na 前60 项和为
15 1415 10 16=1830

2


   .

【巩固训练】

1.已知数列 na 的前 n项和为 nS ，   11
2

n
n n nS a   ，

*n N ，则 1 2 3 100+S S S S     ____
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2. 设 nS 为数列 na 的前 n 项和，
1( 1) , ,
2

n
n n nS a n N     则

(1) 3a  _____；

(2) 1 2 100S S S    ．

3.已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，对任意 Nn  ，
1( 1) 3
2

n
n n nS a n     且

1( )( ) 0n nt a t a   恒成立，则实数 t的取值范围是 ．

4.各项均为正数的数列{ }na 的前 n项和为 nS ，且 13 n n nS a a  ，则 2
1

n

k
k
a



 ．

5. 设 数 列  na 满 足 1 2 3 4
11, 1, 4,
4

a a a a    ， 数 列  na 前 n 项 和 是 nS ， 对 任 意 的 *n N ，

   2 4
2 1

2

2 cos xn n
n n n

n n

a af x x a a a x e
a a
 

 


     ，若  0 0f   ，当 n是偶数时， nS 的表达式是___________．

6. 若数列 { }na 满足 1 2 3 6n n na a a n
+ +

+ + = - ，且数列 { }na 的前 n项的和 nS 总满足 2
nS An Bn C= + + (其中

A B C、 、 为常数)，则数列{ }na 的通项公式是 na = .

7. 若数列 { }na 满足 1 2 3 6n n na a a n
+ +

+ + = - ，且 2 1

1
2

a a= ，若数列 { }na 单调递增，则 1a 的取值范围为

.
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【答案或提示】

1.【答案】 100

1 1( 1)
3 2



2.【答案】
1

16
 ； 100

1 1( 1)
3 2



【解法一】∵
1( 1)
2

n
n n nS a   ∴当 2n  时， 1

1 1 1

1( 1)
2

n
n n nS a
    

两式相减得 1
1 1 1

1 1( 1) ( 1)
2 2

n n
n n n nn nS S a a         ，即 1

1
1( 1) ( 1)
2

n n
n n n na a a

    

当n是偶数时， 1
1
2n n n na a a    ，所以 1

1
2n na    ，即 n是奇数时， 1

1
2n na   ；

当 n是奇数时， 1
12
2n n na a    ， 1 1

1 12
2 2n n n na a     ，即当n是偶数时，

1
2n na  .

∴
1 2 100 1 2 1002 100

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

S S S a a a          

2 4 100 1 3 99 2 100

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

a a a a a a             

2 4 100 3 5 99 2 100

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

             

2 4 100 2 100 100

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 1)
2 2 2 2 2 2 3 2

           .

【解法二】∵
1( 1)
2

n
n n nS a   ∴ 1

1( 1) ( )
2

n
n n n nS S S    

当n是偶数时， 1
1
2n n n nS S S    ， 1

1
2n nS    ，即当 n是奇数时， 1

1
2n nS   ；

当n是奇数时， 1
1
2n n n nS S S     ， 1

12 0
2n n nS S    ，即当 n是偶数时， 0nS  ；

2 102

1 2 100 2 4 100 100

2

1 1
1 1 1 1 12 2( ) ( 1)12 2 2 3 21

2

S S S


           


.

3.【答案】
3 11
4 4

t- < <

【解析】当 1n = 时， 1

3
4

a = -

当 2n > 时， 1
1 1 1

1( 1) 4
2

n
n n nS a n
       ，所以 1

1( 1) ( 1) 1
2

n n

n n n na a a      

当n为偶数时， 1
1 1
2n na    ；

当n为奇数时， 1
12 1
2n n na a     ，即 1

1 12 1
2 2nn na      ， 1

23
2n na    .
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所以

1

13 ,
2

1 1,
2

n

n

n

n
a

n

  
 


为偶数

为奇数

.

当n为偶数时，
1 113 ,3
2 4n na      

，当 n为奇数时， 1

1 31 1,
2 4n na 

       

又因为 1( )( ) 0n nt a t a   恒成立， 1n na t a   ，所以
3 11
4 4

t- < < .

4.【答案】
3 ( 1)

2
n n 

【解析】∵ 13 n n nS a a  ∴ -1 -13 n n nS a a ( 2n  )

两式相减得 -1 1 -13( ) ( )n n n n nS S a a a   ，即 1 -13 ( )n n n na a a a 

又因为{ }na 的各项均为正数，所以 1 -1 3n na a   ( 2n  )

当 1n  时，由 13 n n nS a a  得 1 1 1 23 3S a a a  ，所以 2 3a 

故 2 4 6 8, , , ,a a a a   是以 2 3a  为首项，公差为3的等差数列

∴ 2
1

( 1) 3 ( 1)3 3
2 2

n

k
k

n n n na n


  
     .

5.【答案】
2 4 1
3 3 2

n

n 


【解析】    2 4
2 1

2

2 sin xn n
n n n

n n

a af x a a a x e
a a
 

 


      ，

因为  0 0f   ，所以 2 4

2

0n n

n n

a a
a a
 



  ，即 2 4

2

n n

n n

a a
a a
 



 ，所以数列 na 中所有的奇数项成等比数列，所有的偶

数项成等比数列，所以当 n 是偶数时，

nS 的表达式是

2
2

11 11 1 4 4 2 4 111 4 3 3 21
4

n
n

n

n

 
            

      
 

．

6.【答案】 3na n= -

7.【答案】 1

12 3( , )
5 2

a Î - -
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