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招式一：弦的垂直平分线问题

例题1、过点T(-1,0)作直线
[image: image1485.wmf] 
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与曲线N ：
[image: image2.wmf]2
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交于A、B两点，在x轴上是否存在一点E(
[image: image3.wmf]0
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,0)，使得
[image: image4.wmf]ABE
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是等边三角形，若存在，求出
[image: image5.wmf]0

x

；若不存在，请说明理由。
解：依题意知，直线的斜率存在，且不等于0。
设直线
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，
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消y整理，得
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由直线和抛物线交于两点，得
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即
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由韦达定理，得：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image15.wmf]12
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。则线段AB的中点为
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线段的垂直平分线方程为：
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令y=0,得
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为正三角形，
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image22.wmf]2
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到直线AB的距离d为
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image25.wmf]2

2

2

14

1

k

k

k

-

=+

g



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image26.wmf]2
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解得
[image: image28.wmf]39

13

k

=±

满足②式此时
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【涉及到弦的垂直平分线问题】
 这种问题主要是需要用到弦AB的垂直平分线L的方程，往往是利用点差或者韦达定理产生弦AB的中点坐标M，结合弦AB与它的垂直平分线L的斜率互为负倒数，写出弦的垂直平分线L的方程，然后解决相关问题，比如：求L在x轴y轴上的截距的取值范围，求L过某定点等等。有时候题目的条件比较隐蔽，要分析后才能判定是有关弦AB的中点问题，比如：弦与某定点D构成以D为顶点的等腰三角形（即D在AB的垂直平分线上）、曲线上存在两点AB关于直线m对称等等。
例题分析1：已知抛物线y=-x2+3上存在关于直线x+y=0对称的相异两点A、B，则|AB|等于
解：设直线
[image: image30.wmf]AB

的方程为
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的中点
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招式二：动弦过定点的问题

[image: image1.wmf]l

例题2、已知椭圆C：
[image: image40.wmf]22
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的离心率为
[image: image41.wmf]3
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，且在x轴上的顶点分别为A1(-2,0),A2(2,0)。
（I）求椭圆的方程；
（II）若直线
[image: image42.wmf]:(2)
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与x轴交于点T,点P为直线
[image: image43.wmf]l

上异于点T的任一点，直线PA1,PA2分别与椭圆交于M、N点，试问直线MN是否通过椭圆的焦点？并证明你的结论
解：（I）由已知椭圆C的离心率
[image: image44.wmf]3
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（II）设
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image56.wmf]1
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，即点M的坐标为
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同理，设直线A2N的斜率为k2，则得点N的坐标为
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令y=0，得
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，将点M、N的坐标代入，化简后得：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image71.wmf]4
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image72.wmf]Q

椭圆的焦点为
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image74.wmf]4
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故当
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时，MN过椭圆的焦点。

招式三：过已知曲线上定点的弦的问题
例题4、已知点A、B、C是椭圆E：
[image: image77.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

 
[image: image78.wmf](0)
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上的三点，其中点A
[image: image79.wmf](23,0)

是椭圆的右顶点，直线BC过椭圆的中心O，且
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，如图。(I)求点C的坐标及椭圆E的方程；(II)若椭圆E上存在两点P、Q，使得直线PC与直线QC关于直线
[image: image82.wmf]3
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对称，求直线PQ的斜率。
                                                                              

[image: image1459.png]


解：(I) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image88.wmf]\

点C的坐标为
[image: image89.wmf](3,3)
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是椭圆的右顶点，
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将点C
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代入方程，得
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椭圆E的方程为
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(II)
[image: image98.wmf]Q

 直线PC与直线QC关于直线
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x

=

对称，

[image: image100.wmf]\

设直线PC的斜率为
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，则直线QC的斜率为
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则直线PQ的斜率为定值
[image: image117.wmf]1
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招式四：共线向量问题

1：如图所示，已知圆
[image: image118.wmf]M
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为圆上一动点，点P在AM上，点N在CM上，且满足
[image: image119.wmf]N
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的轨迹为曲线E.I）求曲线E的方程；II）若过定点F（0，2）的直线交曲线E于不同的两点G、H（点G在点F、H之间），且满足
[image: image120.wmf]FH
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解：（1）
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∴动点N的轨迹是以点
C（－1，0），A（1，0）为焦点的椭圆.且椭圆长轴长为
[image: image124.wmf],
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（2）当直线GH斜率存在时，设直线GH方程为
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[image: image134.wmf].
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又当直线GH斜率不存在，方程为
[image: image136.wmf].
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 EMBED Equation.3  [image: image137.wmf])

1

,

3

1

[

,

1

3

1

的取值范围是

即所求

l

l

<

£

\

 

2：已知椭圆C的中心在坐标原点，焦点在
[image: image138.wmf]x

轴上，它的一个顶点恰好是抛物线
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解：设椭圆C的方程为
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（2）证明：右焦点
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3、已知△OFQ的面积S=2
[image: image181.wmf]6
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类型1——求待定字母的值
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 解：设A(x1,y1)，B(x2,y2)，P(0,1)
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类型2——求动点的轨迹
例2如图2 ，动直线
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类型3——证明定值问题
例3已知椭圆的中心在坐标原点O，焦点在x轴上，斜率为1且过椭圆右焦点F的直线交椭圆于A、B两点，
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设A(x1,y1)，B(x2,y2)，则
[image: image250.wmf].

,

2

2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

1

b

a

b

a

c

a

x

x

b

a

c

a

x

x

+

-

=

+

=

+


由 
[image: image251.wmf]OB

OA

+

与
[image: image252.wmf])

1

,

3

(

-

=

a

共线，
[image: image253.wmf])

,

(

2

1

2

1

y

y

x

x

OB

OA

+

+

=

+

得，

[image: image254.wmf]0

)

(

)

(

3

2

1

2

1

=

+

+

+

x

x

y

y

。又
[image: image255.wmf],

,

2

2

1

1

c

x

y

c

x

y

-

=

-

=



[image: image256.wmf].

3

,

2

3

2

,

2

3

,

0

)

(

)

2

(

3

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

b

a

c

b

a

c

a

c

x

x

x

x

c

x

x

=

\

=

+

=

+

\

=

+

+

-

+

\

即


而
[image: image257.wmf],

2

2

2

b

a

c

-

=

于是
[image: image258.wmf]2

2

2

2

2

1

,

2

3

c

b

c

a

=

=

。
因此椭圆方程为
[image: image259.wmf].

3

3

,

1

3

2

2

2

2

2

2

2

b

y

x

b

y

b

x

=

+

=

+

即


设M(x, y), 由
[image: image260.wmf]OB

OA

OM

m

l

+

=

得，
[image: image261.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

2

2

1

1

y

x

y

x

y

x

m

l

+

=

，

[image: image262.wmf].

2

1

2

1

y

y

y

x

x

x

m

l

m

l

+

=

+

=

\

且


因M为椭圆上一点，所以
[image: image263.wmf].

3

)

(

3

)

(

2

2

2

1

2

2

1

b

y

y

x

x

=

+

+

+

m

l

m

l


      即
[image: image264.wmf]2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

3

)

3

(

2

)

3

(

)

3

(

b

y

y

x

x

y

x

y

x

=

+

+

+

+

+

lm

m

l

    ①
又
[image: image265.wmf]2

2

2

2

2

1

2

1

,

2

3

,

2

3

c

b

c

a

c

x

x

=

=

=

+

，
[image: image266.wmf].

8

3

2

2

2

2

2

2

2

2

1

c

b

a

b

a

c

a

x

x

=

+

-

=


则 
[image: image267.wmf]2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

3

)

(

3

4

)

)(

(

3

3

c

c

x

x

x

x

c

x

c

x

x

x

y

y

x

x

+

+

-

=

-

-

+

=

+

    


[image: image268.wmf].

0

3

2

9

2

3

2

2

2

=

+

-

=

c

c

c

 而
[image: image269.wmf],

3

3

2

2

1

2

1

b

y

x

=

+



 EMBED Equation.3  [image: image270.wmf],

3

3

2

2

2

2

2

b

y

x

=

+


代入①得，
[image: image271.wmf]2

2

m

l

+

=1，
[image: image272.wmf]2

2

m

l

+

为定值。
类型4——探索点、线的存在性
[image: image1466]例4在△ABC中，已知B(－2, 0), C(2, 0), AD⊥BC于D，△ABC的垂心H分有向线段AD 
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[image: image1467][image: image1468]思路：先将AC⊥BH转化为代数关系，由此获得动点H的轨迹方程；再将向量的长度关系转化为代数（坐标）关系，通过解代数方程组获解。
解： 设H(x, y), 由分点坐标公式知
[image: image275.wmf])

3

4

,

(

y

x

A


[image: image1469][image: image1470]∵H为垂心    ∴AC⊥BH，∴
[image: image276.wmf]0

)

,

2

)(

3

4

,

2

(

=

+

-

y

x

y

x

，
整理得，动点H的轨迹方程为  
[image: image277.wmf]1

3

4

2

2

=

+

y

x



 EMBED Equation.3  [image: image278.wmf])

0

(

¹

y

。
[image: image1471][image: image1472.png]|
e



[image: image1473.png]



[image: image279.wmf]2

2

)

1

(

|

|

y

x

HP

+

+

=

 ，    
[image: image280.wmf]2

|

|

=

PQ

，  
[image: image281.wmf]2

2

)

1

(

|

|

y

x

HQ

+

-

=

。
假设
[image: image282.wmf]|

|

1

,

|

|

1

,

|

|

1

HQ

PQ

HP

成等差数列，则
[image: image283.wmf]|

|

1

|

|

1

|

|

2

HQ

HP

PQ

+

=

  

即
[image: image284.wmf]1

)

1

(

1

)

1

(

1

2

2

2

2

=

+

-

+

+

+

y

x

y

x

   ①
∵H在椭圆上  a=2, b=
[image: image285.wmf]3

, c=1，P、Q是焦点，
∴
[image: image286.wmf]4

2

=

=

+

a

HQ

HP

，即∴
[image: image287.wmf]4

)

1

(

)

1

(

2

2

2

2

=

+

-

+

+

+

y

x

y

x

  ②
由①得，
[image: image288.wmf]=

+

-

·

+

+

2

2

2

2

)

1

(

)

1

(

y

x

y

x



 EMBED Equation.3  [image: image289.wmf]4

)

1

(

)

1

(

2

2

2

2

=

+

-

+

+

+

y

x

y

x

 ③
联立②、③可得，
[image: image290.wmf]2

)

1

(

)

1

(

2

2

2

2

=

+

-

=

+

+

y

x

y

x

，
∴
[image: image291.wmf],

3

,

0

±

=

=

y

x

显然满足H点的轨迹方程
[image: image292.wmf]1

3

4

2

2

=

+

y

x

，
故存在点H（0，±
[image: image293.wmf]3

），使
[image: image294.wmf]|

|

1

,

|

|

1

,

|

|

1

HQ

PQ

HP

成等差数列。
类型5——求相关量的取值范围
  例5给定抛物线C：
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    于是直线l在
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存在、向量例6、双曲线
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定值问题例7：
[image: image335.wmf],
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[image: image336.wmf]2
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[image: image337.wmf]OAOB
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（
[image: image338.wmf]O

为坐标原点），求证：（1）
[image: image339.wmf],

AB

两点的横坐标之积、纵坐标之积分别是定值；（2）直线
[image: image340.wmf]AB

经过一定点。
分析：（1）设
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直线
[image: image346.wmf]AB

的方程为
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，故直线过定点
[image: image349.wmf](2,0)
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招式五：面积问题

例题1、已知椭圆C：
[image: image350.wmf]1
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（a＞b＞0）的离心率为
[image: image351.wmf],
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短轴一个端点到右焦点的距离为
[image: image352.wmf]3

。
（Ⅰ）求椭圆C的方程；
（Ⅱ）设直线l与椭圆C交于A、B两点，坐标原点O到直线l的距离为
[image: image353.wmf]2

3

，求△AOB面积的最大值。
解：（Ⅰ）设椭圆的半焦距为
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，依题意
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（Ⅱ）设
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与
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当且仅当
[image: image377.wmf]2

2

1

9

k

k

=

，即
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[image: image386.wmf]2
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[image: image388.wmf]3

.(Ⅰ)求椭圆C的方程;(Ⅱ)设直线l与椭圆C交于A、B两点，坐标原点O到直线l的距离为
[image: image389.wmf]2

3

，求△AOB面积的最大值.

解：（Ⅰ）设椭圆的半焦距为
[image: image390.wmf]c

，依题意
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（Ⅱ）设
[image: image395.wmf]11
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[image: image397.wmf]ABx
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轴时，
[image: image398.wmf]3
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．（2）当
[image: image399.wmf]AB

与
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轴不垂直时，
设直线
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把
[image: image405.wmf]ykxm
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当且仅当
[image: image413.wmf]2
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当
[image: image419.wmf]AB
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[image: image420.wmf]AOB
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3、已知椭圆
[image: image422.wmf]22
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[image: image423.wmf]1
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[image: image424.wmf]2
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[image: image425.wmf]1
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[image: image427.wmf]2
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[image: image428.wmf]AC
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两点，且
[image: image429.wmf]ACBD
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因为
[image: image453.wmf]AC

与
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相交于点
[image: image455.wmf]P
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四边形
[image: image459.wmf]ABCD

的面积
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当
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综上，四边形
[image: image466.wmf]ABCD

的面积的最小值为
[image: image467.wmf]96
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招式六：弦或弦长为定值、最值问题

1、已知△
[image: image468.wmf]OFQ

的面积为
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取等号∴三角形PAB面积的最大值为
[image: image527.wmf]2
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3、已知椭圆
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（I）求过点O、F，并且与椭圆的左准线
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[image: image530.wmf]x
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（II）设直线AB的方程为
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点G横坐标的取值范围为
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4、已知点
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故△OBE与△OBF面积之比的取值范围是
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5、已知椭圆
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   （I）求椭圆
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C

的方程；
   （II）设点
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（II）不妨设
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招式七：直线问题

例题1、设椭圆
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（Ⅰ）求椭圆
[image: image651.wmf]C

的方程；
（Ⅱ）当过点
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的动直线
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[image: image654.wmf]C
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(2)方法一
 设点Q、A、B的坐标分别为
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即点
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设点
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即点
[image: image695.wmf](,)

Qxy

总在定直线
[image: image696.wmf]220

xy

+-=

上
2、已知曲线
[image: image697.wmf]G
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解：（1）根据椭圆的定义，可知动点
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（2）当直线
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．即
[image: image732.wmf]2
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，解得，
[image: image733.wmf]2
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或
[image: image734.wmf]2
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所以，直线
[image: image735.wmf]l

的方程是
[image: image736.wmf]22
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或
[image: image737.wmf]22
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3、设
[image: image738.wmf]1
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、
[image: image739.wmf]2
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分别是椭圆
[image: image740.wmf]1
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的左、右焦点。
（Ⅰ）若
[image: image741.wmf]P

是该椭圆上的一个动点，求
[image: image742.wmf]1

PF

·
[image: image743.wmf]2

PF

的最大值和最小值；
（Ⅱ）设过定点
[image: image744.wmf])
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M

的直线
[image: image745.wmf]l

与椭圆交于不同的两点
[image: image746.wmf]A

、
[image: image747.wmf]B

，且∠
[image: image748.wmf]AOB

为锐角（其中
[image: image749.wmf]O

为坐标原点），求直线
[image: image750.wmf]l

的斜率
[image: image751.wmf]k

的取值范围。
解：（Ⅰ）解法一：易知
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因为
[image: image757.wmf][
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，故当
[image: image758.wmf]0
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，即点
[image: image759.wmf]P

为椭圆短轴端点时，
[image: image760.wmf]12
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有最小值
[image: image761.wmf]2
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当
[image: image762.wmf]2
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，即点
[image: image763.wmf]P

为椭圆长轴端点时，
[image: image764.wmf]12
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有最大值
[image: image765.wmf]1


解法二：易知
[image: image766.wmf]2,1,3
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，所以
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（以下同解法一）
（Ⅱ）显然直线
[image: image771.wmf]0
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不满足题设条件，可设直线
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[image: image774.wmf]y

，整理得：
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[image: image785.wmf]2
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[image: image786.wmf]2
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故由①、②得
[image: image788.wmf]3
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或
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招式八：轨迹问题

轨迹法：1．直接法：如果动点运动的条件就是一些几何量的等量关系，这些条件简单明确，不需要特殊的技巧，易于表述成含x,y的等式，就得到轨迹方程，这种方法称之为直接法；
例1、已知直角坐标系中，点Q（2，0），圆C的方程为
[image: image790.wmf]1
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，动点M到圆C的切线长与
[image: image791.wmf]MQ

的比等于常数
[image: image792.wmf])
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，求动点M的轨迹。
[image: image1476.emf]�

x

�

y

�

l

�

G

�

A

�

B

�

F

�

O


【解析】设MN切圆C于N，则
[image: image793.wmf]2
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   化简得
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当
[image: image797.wmf]1
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时，方程为
[image: image798.wmf]4
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，表示一条直线。
当
[image: image799.wmf]1
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时，方程化为
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表示一个圆。
◎◎如图，圆
[image: image801.wmf]1

O

与圆
[image: image802.wmf]2

O

的半径都是1，
[image: image803.wmf]12

4

OO

=

. 过动点
[image: image804.wmf]P

分别作圆
[image: image805.wmf]2
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、圆
[image: image806.wmf]2
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的切线
[image: image807.wmf]PMPN

，

（
[image: image808.wmf]MN

，

分别为切点），使得
[image: image809.wmf]2
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. 试建立适当的坐标系，并求动点
[image: image810.wmf]P

的轨迹方程.

【解析】以
[image: image811.wmf]12

OO

的中点
[image: image812.wmf]O

为原点，
[image: image813.wmf]12

OO

所在直线为
[image: image814.wmf]x

轴，建立如图所示的平面直角坐标系，则

[image: image815.wmf]1

(20)

O

-

，

，
[image: image816.wmf]2
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由已知
[image: image817.wmf]2
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，得
[image: image818.wmf]22
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因为两圆半径均为1，所以
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设
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即
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评析：
1、用直接法求动点轨迹一般有建系,设点，列式，化简，证明五个步骤，最后的证明可以省略，但要注意“挖”与“补”。
2、求轨迹方程一般只要求出方程即可，求轨迹却不仅要求出方程而且要说明轨迹是什么。
2．定义法：运用解析几何中一些常用定义（例如圆锥曲线的定义），可从曲线定义出发直接写出轨迹方程，或从曲线定义出发建立关系式，从而求出轨迹方程。
例2、[image: image1478.wmf]y

x
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P

已知动圆过定点
[image: image824.wmf],0
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，且与直线
[image: image825.wmf]2
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相切，其中
[image: image826.wmf]0
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>

.
求动圆圆心
[image: image827.wmf]C

的轨迹的方程；
【解析】如图，设
[image: image828.wmf]M

为动圆圆心，
[image: image829.wmf],0
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为记为
[image: image830.wmf]F

，过点
[image: image831.wmf]M

作直线
[image: image832.wmf]2
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的垂线，垂足为
[image: image833.wmf]N

，由题意知：
[image: image834.wmf]MFMN

=

即动点
[image: image835.wmf]M

到定点
[image: image836.wmf]F

与定直线
[image: image837.wmf]2
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的距离相等，由抛物线的定义知，点
[image: image838.wmf]M

的轨迹为抛物线，其中
[image: image839.wmf],0

2

p

F

æö

ç÷

èø

为焦点，
[image: image840.wmf]2
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为准线，所以轨迹方程为
[image: image841.wmf]2
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；
◎◎ 已知圆O的方程为 x2+y2=100,点A的坐标为（-6，0），M为圆O上任一点，AM的垂直平分线交OM于点P，求点P的方程。
【解析】由中垂线知，
[image: image842.wmf]PM
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=

故
[image: image843.wmf]10
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，即P点的轨迹为以A、O为焦点的椭圆，中心为（-3，0），
故P点的方程为
[image: image844.wmf]125
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◎◎已知A、B、C是直线l上的三点，且|AB|=|BC|=6，⊙O′切直线l于点A，又过B、C作⊙O′异于l的两切线，设这两切线交于点P，求点P的轨迹方程. 
【解析】设过B、C异于l的两切线分别切⊙O′于D、E两点， 两切线交于点P.由切线的性质知：|BA|=|BD|，|PD|=|PE|，|CA|=|CE|，故|PB|+|PC|=|BD|+|PD|+|PC|=|BA|+|PE|+|PC|

=|BA|+|CE|=|AB|+|CA|=6+12=18＞6=|BC|，故由椭圆定义知，
点P的轨迹是以B、C为两焦点的椭圆， 

以l所在的直线为x轴，以BC的中点为原点，建立坐标系， 

可求得动点P的轨迹方程为：
[image: image845.wmf]22

1

8172

xy

+=

[image: image1479.wmf],0
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评析：定义法的关键是条件的转化——转化成某一基本轨迹的定义条件。 

三、相关点法：动点所满足的条件不易表述或求出，但形成轨迹的动点P(x,y)却随另一动点Q(x’，y’)的运动而有规律的运动，且动点Q的轨迹为给定或容易求得，则可先将x’,y’表示为x,y的式子，再代入Q的轨迹方程，然而整理得P的轨迹方程，代入法也称相关点法。
几何法：利用平面几何或解析几何的知识分析图形性质，发现动点运动规律和动点满足的条件，然而得出动点的轨迹方程。
[image: image1480.png]


例3、如图，从双曲线x2-y2=1上一点Q引直线x+y=2的垂线，垂足为N。求线段QN的中点P的轨迹方程。
【解析】设动点P的坐标为（x,y）,点Q的坐标为（x1,y1）
则N（ 2x-x1,2y-y1）代入x+y=2,得2x-x1+2y-y1=2①
又PQ垂直于直线x+y=2，故
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由①②解方程组得
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, 代入双曲线方程即可得P点的轨迹方程是2x2-2y2-2x+2y-1=0

[image: image1481.wmf] 
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◎◎已知椭圆
[image: image848.wmf])

0

(

1

2

2

2

2

>

>

=

+

b

a

b

y

a

x

的左、右焦点分别是F1（－c，0）、F2（c，0），Q是椭圆外的动点，满足
[image: image849.wmf].
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点P是线段F1Q与该椭圆的交点，点T在线段F2Q上，并且满足
[image: image850.wmf].
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求点T的轨迹C的方程；
【解析】
解法一：（相关点法）
设点T的坐标为
[image: image851.wmf]).
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设点Q的坐标为（
[image: image859.wmf]y

x

¢

¢

,

），则
[image: image860.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

¢

=

+

¢

=

.

2

,

2

y

y

c

x

x


因此
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将①代入②，可得
[image: image864.wmf].
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综上所述，点T的轨迹C的方程是
[image: image865.wmf].
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解法二：（几何法）
设点T的坐标为
[image: image866.wmf]).
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当
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在△QF1F2中，
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[image: image875.wmf].
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综上所述，点T的轨迹C的方程是
[image: image876.wmf].
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评析：一般地：定比分点问题，对称问题或能转化为这两类的轨迹问题，都可用相关点法。
四、参数法：求轨迹方程有时很难直接找到动点的横坐标、纵坐标之间的关系，则可借助中间变量（参数），使x,y之间建立起联系，然而再从所求式子中消去参数，得出动点的轨迹方程。
例4、在平面直角坐标系xOy中，抛物线y=x2上异于坐标原点O的两不同动点A、B满足AO⊥BO（如图4所示）.求△AOB的重心G（即三角形三条中线的交点）的轨迹方程；
[image: image1482.png]



【解析】
解法一：以OA的斜率k为参数由
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设△AOB的重心G（x，y），则
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[image: image1484.wmf]
消去参数k得重心G的轨迹方程为
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解法二：设△AOB的重心为G(x,y),A(x1,y1),B(x2,y2),则
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又点A，B在抛物线上，有
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所以重心为G的轨迹方程为
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◎◎如图，设抛物线
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【解析】设切点A、B坐标分别为
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五、交轨法：求两动曲线交点轨迹时，可由方程直接消去参数，例如求两动直线的交点时常用此法，也可以引入参数来建立这些动曲线的联系，然而消去参数得到轨迹方程。可以说是参数法的一种变种。
例5 、抛物线
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[image: image916.wmf].

|

|

|

|

,

0

PN

PM

PF

PM

=

=

×

（1）动点N的轨迹方程；（2）线l与动点N的轨迹交于A，B两点，若
[image: image917.wmf]30

4

|

|

6

4

,

4

£

£

-

=

×

AB

OB

OA

且

，求直线l的斜率k的取值范围.

（1）设动点N的坐标为（x,y），则  
[image: image918.wmf]),

2

,

(

),

0

)(

2

,

0

(

),

0

,

(

y

x

PM

x

y

P

x

M

-

-

=

>

-

 


[image: image919.wmf]0

4

0

),

2

,

1

(

2

=

+

-

=

×

-

=

y

x

PF

PM

y

PF

得

由

，因此，动点的轨迹方程为 
[image: image920.wmf]).

0

(

4

2

>

=

x

x

y

 

（2）设l与抛物线交于点A（x1,y1）,B(x2,y2)，当l与x轴垂直时，
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解得直线l的斜率的取值范围是
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招式九：对称问题
1、例：若椭圆
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解法（2）：设A
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又A,B在椭圆上，
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2、已知实轴长为2a，虚轴长为2b的双曲线S的焦点在x轴上，直线
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（I）求双曲线S的方程；
（II）若双曲线S上存在两个点关于直线
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对称，求实数k的取值范围.
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解法一（设而不求法）：（II）当k=0时，双曲线S上显然不存在两个点关于直线
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设线段MN中点为
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解法二（点差法）：当k=0时，双曲线S上显然不存在两个点关于直线
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的取值范围是
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招式十：存在性问题
1、设椭圆E: [image: image1017.wmf]22
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,1)两点，O为坐标原点，
（I）求椭圆E的方程；
（II）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且[image: image1020.wmf]OAOB
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？若存在，写出该圆的方程，并求|AB |的取值范围，若不存在说明理由。
解:（1）因为椭圆E: [image: image1021.wmf]22
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（2）假设存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且[image: image1028.wmf]OAOB
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当[image: image1075.wmf]0
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2、在平面直角坐标系
[image: image1082.wmf]xOy

中，经过点
[image: image1083.wmf](02)
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[image: image1084.wmf]k

的直线
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[image: image1088.wmf]Q
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的取值范围；（II）设椭圆与
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轴正半轴、
[image: image1091.wmf]y

轴正半轴的交点分别为
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，是否存在常数
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值；如果不存在，请说明理由．
解：（Ⅰ）由已知条件，直线
[image: image1097.wmf]l

的方程为
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[image: image1101.wmf]l

与椭圆有两个不同的交点
[image: image1102.wmf]P

和
[image: image1103.wmf]Q

等价于
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[image: image1120.wmf]k
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3、设
[image: image1121.wmf]1

F

、
[image: image1122.wmf]2

F

分别是椭圆
[image: image1123.wmf]22
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的左、右焦点. （Ⅰ）若P是该椭圆上的一个动点，求
[image: image1124.wmf]2
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的最大值和最小值； （Ⅱ）是否存在过点A（5，0）的直线l与椭圆交于不同的两点C、D，使得|F2C|=|F2D|？若存在，求直线l的方程；若不存在，请说明理由. 

解：易知
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（Ⅱ）假设存在满足条件的直线l易知点A（5，0）在椭圆的外部，当直线l的斜率不存在时，直线l与椭圆无交点，所在直线l斜率存在，设为k，直线l的方程为
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[image: image1140.wmf].
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[image: image1142.wmf]1
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 ∴20k2=20k2－4，而20k2=20k2－4不成立，   所以不存在直线
[image: image1143.wmf]l

，使得|F2C|=|F2D|综上所述，不存在直线l，使得|F2C|=|F2D|  

4、椭圆G：
[image: image1144.wmf])
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的两个焦点为F1、F2，短轴两端点B1、B2，已知F1、F2、B1、B2四点共圆，且点N（0，3）到椭圆上的点最远距离为
[image: image1145.wmf].
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（1）求此时椭圆G的方程；（2）设斜率为k（k≠0）的直线m与椭圆G相交于不同的两点E、F，Q为EF的中点，问E、F两点能否关于过点P（0，
[image: image1146.wmf]3
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）、Q的直线对称？若能，求出k的取值范围；若不能，请说明理由．
解：（1）根据椭圆的几何性质，线段F1F2与线段B1B2互相垂直平分，故椭圆中心即为该四点外接圆的圆心
故该椭圆中
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（II）[image: image1179.wmf]C
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的方程；若不存在，说明理由。
解：（Ⅰ）设[image: image1183.wmf](
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 当[image: image1184.wmf]l
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2

0

0

c

c

=

-

-
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（Ⅱ）C上存在点[image: image1196.wmf]P

，使得当[image: image1197.wmf]l

绕[image: image1198.wmf]F
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　假设[image: image1204.wmf]C

上存在点P，且有[image: image1205.wmf]OPOAOB

=+

uuuruuuruuur

成立，则[image: image1206.wmf]）
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      ②
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代入①解得，[image: image1219.wmf]2
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。
（ⅱ）当[image: image1232.wmf]l

垂直于[image: image1233.wmf]x

轴时，由[image: image1234.wmf])
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知，C上不存在点P使[image: image1235.wmf]OB
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成立。
综上，C上存在点[image: image1236.wmf])
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使[image: image1237.wmf]OB
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成立，此时[image: image1238.wmf]l

的方程为[image: image1239.wmf]0
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6、已知直线[image: image1240.wmf]220
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经过椭圆[image: image1241.wmf]22
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   的左顶点A和上顶点D，椭圆[image: image1242.wmf]C

的右顶点为[image: image1243.wmf]B

，点[image: image1244.wmf]S

是椭圆[image: image1245.wmf]C

上位于[image: image1246.wmf]x

轴上方的动点，直线[image: image1247.wmf],

ASBS

与直线[image: image1248.wmf]10
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分别交于[image: image1249.wmf],

MN

两点。
   （I）求椭圆[image: image1250.wmf]C

的方程；
   （Ⅱ）求线段MN的长度的最小值；
   （Ⅲ）当线段MN的长度最小时，在椭圆[image: image1251.wmf]C

上是否存在这样的点[image: image1252.wmf]T

，使得[image: image1253.wmf]TSB

D

的面积为[image: image1254.wmf]1

5

？若存在，确定点[image: image1255.wmf]T

的个数，若不存在，说明理由
（I）由已知得，椭圆[image: image1256.wmf]C

的左顶点为[image: image1257.wmf](2,0),
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      故椭圆[image: image1259.wmf]C

的方程为[image: image1260.wmf]2
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（Ⅱ）直线AS的斜率[image: image1261.wmf]k
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即[image: image1274.wmf]2

22

284

(,),

1414

kk

S

kk

-

++


又[image: image1275.wmf](2,0)
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，由[image: image1276.wmf]1
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得[image: image1277.wmf]10
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    [image: image1278.wmf]101
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故[image: image1279.wmf]161

||

33

k

MN

k

=+
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    [image: image1281.jpg]


，当且仅当[image: image1282.wmf]161
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，即[image: image1283.wmf]1
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时等号成立[image: image1284.jpg]
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[image: image1286.wmf]1
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时，线段[image: image1287.wmf]MN

的长度取最小值[image: image1288.wmf]8

3


（Ⅲ）由（Ⅱ）可知，当[image: image1289.wmf]MN

取最小值时，[image: image1290.wmf]1
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     此时[image: image1291.wmf]BS

的方程为[image: image1292.wmf]6442
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555

xysBS

+-=\=


     要使椭圆[image: image1293.wmf]C

上存在点[image: image1294.wmf]T

，使得[image: image1295.wmf]TSB

D

的面积等于[image: image1296.wmf]1

5

，只须[image: image1297.wmf]T

到直线[image: image1298.wmf]BS

的距离等于[image: image1299.wmf]2

4

，所以[image: image1300.wmf]T

在平行于[image: image1301.wmf]BS

且与[image: image1302.wmf]BS

距离等于[image: image1303.wmf]2

4

的直线[image: image1304.wmf]l

上。
设直线
[image: image1305.wmf]'
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,

4

2

t

+

=

解得[image: image1307.wmf]3
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    [image: image1309.jpg]



7、已知双曲线
[image: image1310.wmf]22

2

xy

-=

的左、右焦点分别为
[image: image1311.wmf]1

F

，
[image: image1312.wmf]2

F

，过点
[image: image1313.wmf]2

F

的动直线与双曲线相交于
[image: image1314.wmf]AB

，

两点．
（I）若动点
[image: image1315.wmf]M

满足
[image: image1316.wmf]1111
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（其中
[image: image1317.wmf]O

为坐标原点），求点
[image: image1318.wmf]M

的轨迹方程；
（II）在
[image: image1319.wmf]x

轴上是否存在定点
[image: image1320.wmf]C

，使
[image: image1321.wmf]CA

uuur

·
[image: image1322.wmf]CB

uuur

为常数？若存在，求出点
[image: image1323.wmf]C

的坐标；若不存在，请说明理由．
解：由条件知
[image: image1324.wmf]1
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，

，
[image: image1325.wmf]2
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F

，

，设
[image: image1326.wmf]11
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，
[image: image1327.wmf]22
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解法一：（I）设
[image: image1328.wmf]()
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，

，则
[image: image1329.wmf]1
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于是
[image: image1335.wmf]AB

的中点坐标为
[image: image1336.wmf]4
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当
[image: image1337.wmf]AB

不与
[image: image1338.wmf]x

轴垂直时，
[image: image1339.wmf]12
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[image: image1340.wmf]1212
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又因为
[image: image1341.wmf]AB

，

两点在双曲线上，所以
[image: image1342.wmf]22
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，
[image: image1343.wmf]22
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[image: image1344.wmf]12121212
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[image: image1345.wmf]1212
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[image: image1346.wmf]1212
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[image: image1347.wmf]22
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[image: image1348.wmf]AB

与
[image: image1349.wmf]x

轴垂直时，
[image: image1350.wmf]12
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，求得
[image: image1351.wmf](80)

M

，

，也满足上述方程．
所以点
[image: image1352.wmf]M

的轨迹方程是
[image: image1353.wmf]22

(6)4
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（II）假设在
[image: image1354.wmf]x

轴上存在定点
[image: image1355.wmf](0)

Cm

，

，使
[image: image1356.wmf]CACB

uuuruuur

g

为常数．
当
[image: image1357.wmf]AB

不与
[image: image1358.wmf]x

轴垂直时，设直线
[image: image1359.wmf]AB

的方程是
[image: image1360.wmf](2)(1)
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代入
[image: image1361.wmf]22

2
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有
[image: image1362.wmf]2222
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则
[image: image1363.wmf]12

xx

，

是上述方程的两个实根，所以
[image: image1364.wmf]2
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[image: image1365.wmf]2
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[image: image1366.wmf]2
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[image: image1368.wmf]2222
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[image: image1369.wmf]2
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因为
[image: image1370.wmf]CACB

uuuruuur

g

是与
[image: image1371.wmf]k

无关的常数，所以
[image: image1372.wmf]440

m

-=

，即
[image: image1373.wmf]1
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=

，此时
[image: image1374.wmf]CACB

uuuruuur

g

=
[image: image1375.wmf]1

-

．
当
[image: image1376.wmf]AB

与
[image: image1377.wmf]x

轴垂直时，点
[image: image1378.wmf]AB

，

的坐标可分别设为
[image: image1379.wmf](22)

，

，
[image: image1380.wmf](22)

-

，

，
此时
[image: image1381.wmf](12)(12)1

CACB

=-=-

uuuruuur

gg

，

，

．
故在
[image: image1382.wmf]x

轴上存在定点
[image: image1383.wmf](10)

C

，

，使
[image: image1384.wmf]CACB

uuuruuur

g

为常数．
8、在平面直角坐标系
[image: image1385.wmf]xoy

中，已知圆心在第二象限、半径为
[image: image1386.wmf]22

的圆
[image: image1387.wmf]C

与直线
[image: image1388.wmf]yx

=

相切于坐标原点
[image: image1389.wmf]O

．椭圆
[image: image1390.wmf]22

2

1

9
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a
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与圆
[image: image1391.wmf]C

的一个交点到椭圆两焦点的距离之和为
[image: image1392.wmf]10

．
    (1)求圆
[image: image1393.wmf]C

的方程；
    (2)试探究圆
[image: image1394.wmf]C

上是否存在异于原点的点
[image: image1395.wmf]Q

，使
[image: image1396.wmf]Q

到椭圆右焦点
[image: image1397.wmf]F

的距离等于线段
[image: image1398.wmf]OF

的长．若存在，请求出点
[image: image1399.wmf]Q

的坐标；若不存在，请说明理由．
解： (1)设圆心坐标为(m，n)（m<0，n>0）,则该圆的方程为(x-m)2+(y-n)2=8已知该圆与直线y=x相切，那么圆心到该直线的距离等于圆的半径，则

[image: image1400.wmf]2

n

m

-

=2
[image: image1401.wmf]2

                          即
[image: image1402.wmf]n

m

-

=4       ①


又圆与直线切于原点，将点(0，0)代入得 ，m2+n2=8           ②
联立方程①和②组成方程组解得
[image: image1403.wmf]î
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2

2

n

m

，  故圆的方程为(x+2)2+(y-2)2=8

 (2)
[image: image1404.wmf]a

=5，∴a2=25，则椭圆的方程为
[image: image1405.wmf]22
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其焦距c=
[image: image1406.wmf]9

25

-

=4，右焦点为(4，0)，那么
[image: image1407.wmf]OF

=4。
要探求是否存在异于原点的点Q，使得该点到右焦点F的距离等于
[image: image1408.wmf]OF

的长度4，我们可以转化为探求以右焦点F为顶点，半径为4的圆(x─4)2+y2=8与(1)所求的圆的交点数。
通过联立两圆的方程解得x=
[image: image1409.wmf]5

4

，y=
[image: image1410.wmf]5

12


即存在异于原点的点Q(
[image: image1411.wmf]5

4

，
[image: image1412.wmf]5

12

)，使得该点到右焦点F的距离等于
[image: image1413.wmf]OF

的长。
9、设椭圆E: [image: image1414.wmf]22
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（a，b>0）过M（2，[image: image1415.wmf]2

） ，N([image: image1416.wmf]6

，1)两点，O为坐标原点，
（I）求椭圆E的方程；
（II）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且[image: image1417.wmf]OAOB

^

uuuruuur

？若存在，写出该圆的方程，并求|AB |的取值范围，若不存在说明理由。
解:（1）因为椭圆E: 
[image: image1418.wmf]22
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（a，b>0）过M（2，
[image: image1419.wmf]2

） ，N(
[image: image1420.wmf]6

,1)两点,
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（2）假设存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且
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