直线和圆锥曲线常考题型归纳

直线与椭圆、双曲线、抛物线中每一个曲线的位置关系都有相交、相切、相离三种情况，从几何角度可分为三类：无公共点，仅有一个公共点及有两个相异公共点[image: image1897.png]


对于抛物线来说，平行于对称轴的直线与抛物线相交于一点，但并不是相切；对于双曲线来说，平行于渐近线的直线与双曲线只有一个交点，但并不相切．

直线和椭圆、双曲线、抛物线中每一个曲线的公共点问题，可以转化为它们的方程所组成的方程组求解的问题，从而用代数方法判断直线与曲线的位置关系。

解决直线和圆锥曲线的位置关系的解题步骤是：

（1）直线的斜率不存在，直线的斜率存，

（2）联立直线和曲线的方程组；

（3）讨论类一元二次方程

（4）一元二次方程的判别式

（5）韦达定理，同类坐标变换

（6）同点纵横坐标变换

（7）x,y，k(斜率)的取值范围

（8）目标：弦长，中点，垂直，角度，向量，面积，范围等等

运用的知识：

1、中点坐标公式：
[image: image2.wmf]1212
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的中点坐标。

2、弦长公式：若点
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在直线
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则
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，这是同点纵横坐标变换，是两大坐标变换技巧之一，
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或者
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3、两条直线
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垂直：则
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两条直线垂直，则直线所在的向量
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4、韦达定理：若一元二次方程
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常见的一些题型：

题型一：数形结合确定直线和圆锥曲线的位置关系

例题1、已知直线
[image: image18.wmf]:1
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始终有交点，求
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的取值范围

思路点拨：直线方程的特点是过定点（0，1），椭圆的特点是过定点（-2，0）和（2，0），和动点
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解：根据直线
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的方程可知，直线恒过定点（0，1），椭圆
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过动点
[image: image24.wmf]0),4

mm

±¹

（

，

且

，如果直线
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始终有交点，则
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规律提示：通过直线的代数形式，可以看出直线的特点：
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证明直线过定点，也是将满足条件的直线整理成以上三种形式之一，再得出结论。

练习：1、过点P(3,2) 和抛物线
[image: image32.wmf]2
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 只有一个公共点的直线有（   ）条。

　　A．4　　B．3　　C．2　　D．1

分析：作出抛物线
[image: image33.wmf]2

3

2

-

-

=

x

x

y

，判断点P(3,2)相对抛物线的位置。

解：抛物线
[image: image34.wmf]2
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 如图，点P（3，2）在抛物线的内部，[image: image35.png]


根据过抛物线内一点和抛物线的对称轴平行或重合的直线和抛物线只有一个交点，可知过点P(3,2) 和抛物线
[image: image36.wmf]2
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 只有一个公共点的直线有一条。故选择D

规律提示：含焦点的区域为圆锥曲线的内部。（这里可以用公司的设备画图）

一、过一定点P和抛物线只有一个公共点的直线的条数情况：

（1）若定点P在抛物线外，则过点P和抛物线只有一个公共点的直线有3条：两条切线，一条和对称轴平行或重合的直线；

（2）若定点P在抛物线上，则过点P和抛物线只有一个公共点的直线有2条：一条切线，一条和对称轴平行或重合的直线；

（3）若定点P在抛物线内，则过点P和抛物线只有一个公共点的直线有1条：和抛物线的对称轴平行或重合的直线和抛物线只有一个交点。

二、过定点P和双曲线只有一个公共点的直线的条数情况：

（1）若定点P在双曲线内，则过点P和双曲线只有一个公共点的直线有2条：和双曲线的渐近线平行的直线和双曲线只有一个公共点；

（2）若定点P在双曲线上，则过点P和双曲线只有一个公共点的直线有3条：一条切线，2条和渐近线平行的直线；

（3）若定点P在双曲线外且不在渐近线上，则过点P和双曲线只有一个公共点的直线有4条：2条切线和2条和渐近线平行的直线；

（4）若定点P在双曲线外且在一条渐近线上，而不在另一条渐近线上，则过点P和双曲线只有一个公共点的直线有2条：一条切线，一条和另一条渐近线平行的直线；

（5）若定点P在两条渐近线的交点上，即对称中心，过点P和双曲线只有一个公共点的直线不存在。

题型二：弦的垂直平分线问题

弦的垂直平分线问题和对称问题是一种解题思维，首先弄清楚哪个是弦，哪个是对称轴，用到的知识是：垂直（两直线的斜率之积为-1）和平分（中点坐标公式）。

例题2、过点T(-1,0)作直线
[image: image37.wmf]l

与曲线N ：
[image: image38.wmf]2

yx

=

交于A、B两点，在x轴上是否存在一点E(
[image: image39.wmf]0

x

,0)，使得
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是等边三角形，若存在，求出
[image: image41.wmf]0

x

；若不存在，请说明理由。

分析：过点T(-1,0)的直线和曲线N ：
[image: image42.wmf]2
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相交A、B两点，则直线的斜率存在且不等于0，可以设直线的方程，联立方程组，消元，分析类一元二次方程，看判别式，运用韦达定理，得弦的中点坐标，再由垂直和中点，写出垂直平分线的方程，得出E点坐标，最后由正三角形的性质：中线长是边长的
[image: image43.wmf]3
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倍。运用弦长公式求弦长。

解：依题意知，直线的斜率存在，且不等于0。

设直线
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消y整理，得
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由直线和抛物线交于两点，得
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即
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由韦达定理，得：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image53.wmf]12
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则线段AB的中点为
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线段的垂直平分线方程为：
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令y=0,得
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为正三角形，

[image: image59.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image60.wmf]2
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到直线AB的距离d为
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解得
[image: image66.wmf]39
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满足②式
此时
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思维规律：直线过定点设直线的斜率k，利用韦达定理法，将弦的中点用k表示出来，再利用垂直关系将弦的垂直平分线方程写出来，求出了横截距的坐标；再利用正三角形的性质：高是边长的
[image: image68.wmf]3
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倍，将k确定，进而求出
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的坐标。
例题3、已知椭圆
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的左焦点为F，O为坐标原点。

（Ⅰ）求过点O、F，并且与
[image: image71.wmf]2
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相切的圆的方程；

（Ⅱ）设过点F且不与坐标轴垂直的直线交椭圆于A、B两点，线段AB的垂直平分线与x轴交于点G，求点G横坐标的取值范围。

[image: image72.png]<2
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分析：第一问求圆的方程，运用几何法：圆心在弦的垂直平分线上，圆心到切线的距离等于圆心到定点的距离；第二问，过定点的弦的垂直平分线如果和x轴相交，则弦的斜率存在，且不等于0，设出弦AB所在的直线的方程，运用韦达定理求出弦中点的横坐标，由弦AB的方程求出中点的总坐标，再有弦AB的斜率，得到线段AB的垂直平分线的方程，就可以得到点G的坐标。 

解：(I) ∵a2=2，b2=1，∴c=1，F(-1，0)，l:x=-2.
∵圆过点O、F,∴圆心M在直线x=-
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由|OM|=r，得
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∴所求圆的方程为(x+
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(II)由题意可知，直线AB的斜率存在，且不等于0,

设直线AB的方程为y=k(x+1)(k≠0)，
代入
[image: image83.wmf]2
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+y2=1，整理得
(1+2k2)x2+4k2x+2k2-2=0
∵直线AB过椭圆的左焦点F， 
∴方程一定有两个不等实根,
设A(x1，y1)，B(x2，y2)，AB中点N(x0，y0)，
则x1+x1=-
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∴AB垂直平分线NG的方程为

[image: image87.wmf])
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令y=0，得
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[image: image90.wmf].
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∴点G横坐标的取值范围为（
[image: image91.wmf]0
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）。
技巧提示：直线过定点设直线的斜率k，利用韦达定理，将弦的中点用k表示出来，韦达定理就是同类坐标变换的技巧，是解析几何中解决直线和圆锥曲线问题的两大技巧之第一个技巧。再利用垂直关系将弦AB的垂直平分线方程写出来，就求出了横截距的坐标（关于k的函数）。直线和圆锥曲线中参数的范围问题，就是函数的值域问题。

练习1：已知椭圆[image: image92.wmf])
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   （Ⅰ）求椭圆方程；

   （Ⅱ）若直线[image: image95.wmf])
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与椭圆交于不同的两点[image: image96.wmf]M
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的垂直平分线过定点[image: image99.wmf])
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的取值范围。
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分析：第一问中已知椭圆的离心率，可以得到
[image: image102.wmf],
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第二问，设出交点坐标，联立方程组，转化为一元二次方程，通过判别式得出
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的不等式，再根据韦达定理，得出弦MN的中点的横坐标，利用弦的直线方程，得到中点的纵坐标，由中点坐标和定点[image: image107.wmf])
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解：（Ⅰ）
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又椭圆过点[image: image113.wmf])
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（Ⅱ）设
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与椭圆交于不同的两点，
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由韦达定理得：
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直线AG的斜率为：
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由直线AG和直线MN垂直可得：
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老师支招：如果只说一条直线和椭圆相交，没有说直线过点或没给出直线的斜率，就直接设直线的方程为：
[image: image134.wmf]ykxm
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，再和曲线联立，转化成一元二次方程，就能找到解决问题的门路。本题解决过程中运用了两大解题技巧：与韦达定理有关的同类坐标变换技巧，与点的纵、横坐标有关的同点纵横坐标变换技巧。解决直线和圆锥曲线的问题的关键就是充分、灵活的运用这两大解题技巧。

练习2、设
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[image: image137.wmf]22

1

54

xy

+=

的左右焦点．是否存在过点
[image: image138.wmf](5,0)

A

的直线l与椭圆交于不同的两点C、D，使得
[image: image139.wmf]22
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？若存在，求直线l的方程；若不存在，请说明理由．
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分析：由
[image: image140.wmf]22
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得，点C、D关于过
[image: image141.wmf]2
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的直线对称，由直线l过的定点A(5,0)不在
[image: image142.wmf]22
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的内部，可以设直线l的方程为：
[image: image143.wmf](5)
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，联立方程组，得一元二次方程，根据判别式，得出斜率k的取值范围，由韦达定理得弦CD的中点M的坐标，由点M和点F1的坐标，得斜率为
[image: image144.wmf]1
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，解出k值，看是否在判别式的取值范围内。

解：假设存在直线满足题意，由题意知，过A的直线的斜率存在，且不等于。设直线l的方程为：
[image: image145.wmf](5),(0)
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由
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又直线l与椭圆交于不同的两点C、D，则
[image: image151.wmf]2222
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由韦达定理得：
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则
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又点
[image: image157.wmf]2
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，则直线
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的斜率为
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根据
[image: image160.wmf]2

CDMF

^

得：
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，此方程无解，即k不存在，也就是不存在满足条件的直线。

老师提醒：通过以上2个例题和2个练习，我们可以看出，解决垂直平分线的问题，即对称问题分两步：第一步，有弦所在的直线和曲线联立，转化为一元二次方程（或类一元二次方程），通过判别式得不等式，由韦达定理得出弦中点的坐标；第二步是利用垂直关系，得出斜率之积为-1，或者是利用中点坐标和对称轴直线的斜率，写出垂直平分线的方程，就可以解决问题。需要注意的一点是，求出的参数一定要满足判别式。

题型三：动弦过定点的问题

圆锥曲线自身有一些规律性的东西，其中一些性质是和直线与圆锥曲线相交的弦有关系，对这样的一些性质，我们必须了如指掌，并且必须会证明。随着几何画板的开发，实现了机器证明几何问题，好多以前我们不知道的、了解不深入的几何或代数性质，都如雨后春笋般的出来了，其中大部分都有可以遵循的规律，高考出题人，也得设计好思维，让我们在他们设好的路上“走”出来。下面我们就通过几个考题领略一下其风采。
例题4、已知椭圆C：
[image: image163.wmf]22
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的离心率为
[image: image164.wmf]3
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，且在x轴上的顶点分别为A1(-2,0),A2(2,0)。
（I）求椭圆的方程；
（II）若直线
[image: image165.wmf]:(2)
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与x轴交于点T,点P为直线
[image: image166.wmf]l

上异于点T的任一点，直线PA1,PA2分别与椭圆交于M、N点，试问直线MN是否通过椭圆的焦点？并证明你的结论。
分析：第一问是待定系数法求轨迹方程；第二问中，点A1、A2的坐标都知道，可以设直线PA1、PA2的方程，直线PA1和椭圆交点是A1(-2,0)和M，通过韦达定理，可以求出点M的坐标，同理可以求出点N的坐标。动点P在直线
[image: image167.wmf]:(2)
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上，相当于知道了点P的横坐标了，由直线PA1、PA2的方程可以求出P点的纵坐标，得到两条直线的斜率的关系，通过所求的M、N点的坐标，求出直线MN的方程，将交点的坐标代入，如果解出的t>2，就可以了，否则就不存在。

解：（I）由已知椭圆C的离心率
[image: image168.wmf]3
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从而椭圆的方程为
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（II）设
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[image: image179.wmf]222

121

(14)161640

kxkxk

+++-=



[image: image180.wmf]1
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是方程的两个根，
[image: image1870]
[image: image181.wmf]2

1

1

2

1

164

2

14

k

x

k

-

\-=

+


则
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即点M的坐标为
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同理，设直线A2N的斜率为k2，则得点N的坐标为
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[image: image188.wmf]Q

直线MN的方程为：
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令y=0，得
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，将点M、N的坐标代入，化简后得：
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又
[image: image193.wmf]2
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[image: image196.wmf]Q

椭圆的焦点为
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[image: image198.wmf]4
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故当
[image: image200.wmf]43
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时，MN过椭圆的焦点。
方法总结：本题由点A1(-2,0)的横坐标－2是方程
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的一个根，结合韦达定理运用同类坐标变换，得到点M的横坐标：
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再利用直线A1M的方程通过同点的坐标变换，得点M的纵坐标：
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其实由
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很快。

不过如果看到：将
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中的
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换下来，
[image: image211.wmf]1
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前的系数2用－2换下来，就得点N的坐标
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，如果在解题时，能看到这一点，计算量将减少，这样真容易出错，但这样减少计算量。

[image: image1871]   本题的关键是看到点P的双重身份：点P即在直线
[image: image213.wmf]1
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上也在直线A2N上，进而得到
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，由直线MN的方程
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得直线与x轴的交点，即横截距
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，将点M、N的坐标代入，化简易得
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解出
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，到此不要忘了考察
[image: image220.wmf]43
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是否满足
[image: image221.wmf]2

t

>

。

另外：也可以直接设P(t，y0)，通过A1，A2的坐标写出直线PA1，PA2的直线方程，再分别和椭圆联立，通过韦达定理求出M、N的坐标，再写出直线MN的方程。再过点F，求出t值。

例题5、（07山东理）已知椭圆C的中心在坐标原点，焦点在x轴上，椭圆C上的点到焦点距离的最大值为3；最小值为1；

（Ⅰ）求椭圆C的标准方程；

（Ⅱ）若直线
[image: image222.wmf]m

kx

y

l

+

=

：

与椭圆C相交于A，B两点（A，B不是左右顶点），且以AB为直径的圆过椭圆C的右顶点。求证：直线
[image: image223.wmf]l

过定点，并求出该定点的坐标。

分析：第一问，是待定系数法求椭圆的标准方程；第二问，直线
[image: image224.wmf]m
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与椭圆C相交于A，B两点，并且椭圆的右顶点和A、B的连线互相垂直，证明直线
[image: image225.wmf]l

过定点，就是通过垂直建立k、m的一次函数关系。

解（I）由题意设椭圆的标准方程为
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（II）设
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（注意：这一步叫同点纵、横坐标间的变换）


[image: image237.wmf]Q

以AB为直径的圆过椭圆的右顶点
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[image: image243.wmf]22

71640

mmkk

++=

，解得


[image: image244.wmf]12
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当
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，直线过定点
[image: image248.wmf](2,0),

与已知矛盾；

当
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，直线过定点
[image: image251.wmf]2
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综上可知，直线
[image: image252.wmf]l

过定点，定点坐标为
[image: image253.wmf]2
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名师经验：在直线和圆锥曲线的位置关系题中，以弦为直径的圆经过某个点，就是“弦对定点张直角”，也就是定点和弦的两端点连线互相垂直，得斜率之积为
[image: image254.wmf]1
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，建立等式。直线不过定点，也不知道斜率，设出
[image: image255.wmf]m
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，是经常用的一招，在第二讲中就遇到了这样设的直线。

练习：直线
[image: image256.wmf]m

kx

y

l

+

=

：

和抛物线
[image: image257.wmf]2
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相交于A、B，以AB为直径的圆过抛物线的顶点，证明：直线
[image: image258.wmf]m
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过定点，并求定点的坐标。

分析：以AB为直径的圆过抛物线的顶点O，则OA
[image: image259.wmf]^

OB，若设
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，再通过直线和抛物线联立，计算判别式后，可以得到
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解：设
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则
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由韦达定理，得：
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则
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[image: image272.wmf]Q

以AB为直径的圆过抛物线的顶点O，则OA
[image: image273.wmf]^

OB，即
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此时
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，直线恒过点
[image: image281.wmf](2,0)
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名师指点：这个题是课本上的很经典的题，例题5、（07山东理）就是在这个题的基础上，由出题人迁移得到的，解题思维都是一样的，因此只要能在平时，把我们腾飞学校老师讲解的内容理解透，在高考中考取140多分，应该不成问题。

  本题解决过程中，有一个消元技巧，就是直线和抛物线联立时，要消去一次项，计算量小一些，也运用了同类坐标变换——韦达定理，同点纵、横坐标变换-------直线方程的纵坐标表示横坐标。其实解析几何就这么点知识，你发现了吗？
题型四：过已知曲线上定点的弦的问题
若直线过的定点在已知曲线上，则过定点的直线的方程和曲线联立，转化为一元二次方程（或类一元二次方程），考察判断式后，韦达定理结合定点的坐标就可以求出另一端点的坐标，进而解决问题。下面我们就通过例题领略一下思维过程。

例题6、已知点A、B、C是椭圆E：
[image: image282.wmf]22
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[image: image283.wmf](0)
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上的三点，其中点A
[image: image284.wmf](23,0)

是椭圆的右顶点，直线BC过椭圆的中心O，且
[image: image285.wmf]0
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[image: image286.wmf]2
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，如图。
(I)求点C的坐标及椭圆E的方程；
(II)若椭圆E上存在两点P、Q，使得直线PC与直线QC关于直线
[image: image287.wmf]3
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对称，求直线PQ的斜率。
[image: image288.png]



解：(I) 
[image: image289.wmf]2
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，且BC过椭圆的中心O
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又
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[image: image294.wmf]\

点C的坐标为
[image: image295.wmf](3,3)

。
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A
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是椭圆的右顶点，
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，则椭圆方程为：
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将点C
[image: image300.wmf](3,3)

代入方程，得
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椭圆E的方程为
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(II)
[image: image304.wmf]Q

 直线PC与直线QC关于直线
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对称，
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设直线PC的斜率为
[image: image307.wmf]k

，则直线QC的斜率为
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，从而直线PC的方程为：
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消y，整理得：
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image313.wmf]3
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即
[image: image315.wmf]2

2

9183

3(13)

P

kk

x

k

--

=

+


同理可得：
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则直线PQ的斜率为定值
[image: image323.wmf]1
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。
方法总结：本题第二问中，由“直线PC与直线QC关于直线
[image: image324.wmf]3
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对称”得两直线的斜率互为相反数，设直线PC的斜率为k，就得直线QC的斜率为-k。利用
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是方程
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的根，易得点P的横坐标：
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，再将其中的k用-k换下来，就得到了点Q的横坐标：
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，这样计算量就减少了许多，在考场上就节省了大量的时间。

接下来，如果分别利用直线PC、QC的方程通过坐标变换法将点P、Q的纵坐标也求出来，计算量会增加许多。
直接计算
[image: image329.wmf]PQ
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、
[image: image330.wmf]PQ
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，就降低了计算量。总之，本题有两处是需要同学们好好想一想，如何解决此类问题，一是过曲线上的点的直线和曲线相交，点的坐标是方程组消元后得到的方程的根；二是利用直线的斜率互为相反数，减少计算量，达到节省时间的目的。

练习1、已知椭圆C：
[image: image331.wmf]22
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的离心率为
[image: image332.wmf]3
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，且在x轴上的顶点分别为A1(-2,0),A2(2,0)。
（I）求椭圆的方程；
（II）若直线
[image: image333.wmf]:(2)
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与x轴交于点T,点P为直线
[image: image334.wmf]l

上异于点T的任一点，直线PA1,PA2分别与椭圆交于M、N点，试问直线MN是否通过椭圆的焦点？并证明你的结论。
解：（I）由已知椭圆C的离心率
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2

c

e

a

==

，
[image: image336.wmf]2

a

=

,则得
[image: image337.wmf]3,1

cb

==

。
从而椭圆的方程为
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（II）设
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消y整理得
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则
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即点M的坐标为
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同理，设直线A2N的斜率为k2，则得点N的坐标为
[image: image353.wmf]2

22

22

22

824

(,)

1414

kk

kk

--

++



[image: image354.wmf]12

(2),(2)

pp

yktykt

=+=-

Q



[image: image355.wmf]12

12

2

kk

kkt

-

\=-

+

，

[image: image356.wmf]Q

直线MN的方程为：
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令y=0，得
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，将点M、N的坐标代入，化简后得：
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[image: image364.wmf]Q

椭圆的焦点为
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故当
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时，MN过椭圆的焦点。
方法总结：本题由点A1(-2,0)的横坐标－2是方程
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的一个根，结合韦达定理得到点M的横坐标：
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，利用直线A1M的方程通过坐标变换，得点M的纵坐标：
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再将
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中的
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换下来，
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前的系数2用－2换下来，就得点N的坐标
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，如果在解题时，能看到这一点，计算量将减少许多，并且也不易出错，在这里减少计算量是本题的重点。否则，大家很容易陷入繁杂的运算中，并且算错，费时耗精力，希望同学们认真体会其中的精髓。
   本题的关键是看到点P的双重身份：点P即在直线
[image: image376.wmf]1
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上也在直线A2N上，进而得到
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，由直线MN的方程
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得直线与x轴的交点，即横截距
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，将点M、N的坐标代入，化简易得
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，到此不要忘了考察
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练习2、：已知，椭圆C以过点A（1，[image: image385.wmf]3

2

），两个焦点为（－1，0）（1，0）。

求椭圆C的方程；

E,F是椭圆C上的两个动点，如果直线AE的斜率与AF的斜率互为相反数，证明直线EF的斜率为定值，并求出这个定值。   [image: image386.jpg]



[image: image1872][image: image1873]分析：第一问中，知道焦点，则              ，再根据过点A，通过解方程组，就可以求出        ，求出方程。

第二问中，设出直线AE的斜率k，写出直线的方程，联立方程组，转化成一元二次方程，由韦达定理和点A的坐标，可以求出点E的坐标,将点E中的k,用-k换下来，就可以得到点F的坐标，通过计算yE-yF，xE-xF，就可以求出直线EF的斜率了

[image: image1874]解：（Ⅰ）由题意，c=1,可设椭圆方程为                   ，将点A的坐标代入方

[image: image1875][image: image1876][image: image1877.png]


程：                  ，解得         ，                 （舍去）

[image: image1878.png]


所以椭圆方程为                 . 

（Ⅱ）设直线AE方程为：
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 设
[image: image390.wmf](x,y)

EE

E

,
[image: image391.wmf](x,y)

FF

F

,因为点
[image: image392.wmf]3

(1,)

2

A

在椭圆上，所以

               
[image: image393.wmf]2

2

3

4()12

2

x

34

F

k

k

--

=

+


               
[image: image394.wmf]3
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又直线AF的斜率与AE的斜率互为相反数，在上式中以—K代K，可得
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所以直线EF的斜率
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即直线EF的斜率为定值，其值为
[image: image398.wmf]1
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老师总结：此类题的关键就是定点在曲线上，定点的坐标是方程的根，通过韦达定理，将动点的坐标求出，在根据斜率互为相反数，就可以直接求出第二动点的坐标，最后由斜率公式，可以求出斜率为定值。

题型五：共线向量问题

解析几何中的向量共线，就是将向量问题转化为同类坐标的比例问题，再通过未达定理------同类坐标变换，将问题解决。此类问题不难解决。

例题7、设过点D(0,3)的直线交曲线M：
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的取值范围。

分析：由
[image: image402.wmf]DPDQ

l

=

uuuruuur

可以得到
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，将P(x1,y1),Q(x2,y2),代人曲线方程，解出点的坐标，用
[image: image404.wmf]l

表示出来。

解：设P(x1,y1),Q(x2,y2),

[image: image405.wmf]Q
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(x1,y1-3)=
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方法一：方程组消元法
又
[image: image410.wmf]Q

P、Q是椭圆
[image: image411.wmf]2
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消去x2，
可得
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即y2=
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则实数
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的取值范围是
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方法二：判别式法、韦达定理法、配凑法
设直线PQ的方程为：
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[image: image430.wmf]Q

P、Q是曲线M上的两点
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由韦达定理得：
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当直线PQ的斜率不存在，即
[image: image441.wmf]0
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时，易知
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总之实数
[image: image444.wmf]l

的取值范围是
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方法总结：通过比较本题的第二步的两种解法，可知第一种解法，比较简单，第二种方法是通性通法，但计算量较大，纵观高考中的解析几何题，若放在后两题，很多情况下能用通性通法解，但计算量较大，计算繁琐，考生必须有较强的意志力和极强的计算能力；不用通性通法，要求考生必须深入思考，有较强的思维能力，在命题人设计的框架中，找出破解的蛛丝马迹，通过自己的思维将问题解决。

例题8：已知椭圆C的中心在原点，焦点在x轴上，它的一个顶点恰好是抛物线
[image: image446.wmf]2
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的焦点，离心率为
[image: image447.wmf]5
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（1）求椭圆C的标准方程；

（2）过椭圆C的右焦点F作直线l交椭圆C于A、B两点，交y轴于M点，若
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分析：

[image: image451.png]



（07福建理科）如图，已知点
[image: image452.wmf]F

（1，0），直线l：x＝－1，P为平面上的动点，过
[image: image453.wmf]P

作直线l的垂线，垂足为点
[image: image454.wmf]Q
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（Ⅰ）求动点
[image: image457.wmf]P

的轨迹C的方程；

（Ⅱ）过点F的直线交轨迹C于A、B两点，交直线l于点M，已知
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 QUOTE [image: image460.png]MB=1,BF



 ，求

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image462.wmf]12
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的值。

小题主要考查直线、抛物线、向量等基础知识，考查轨迹方程的求法以及研究曲线几何特征的基本方法，考查运算能力和综合解题能力.

解法一：
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（Ⅰ）设点
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（Ⅱ）设直线
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联立方程组
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由
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解法二：

（Ⅰ）由
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所以点
[image: image494.wmf]P

的轨迹
[image: image495.wmf]C

是抛物线，由题意，轨迹
[image: image496.wmf]C

的方程为：
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（Ⅱ）由已知
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过点
[image: image502.wmf]AB

，

分别作准线
[image: image503.wmf]l

的垂线，垂足分别为
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，
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则有：
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练习：设椭圆[image: image509.wmf])
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、[image: image511.wmf]2
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，A是椭圆C上的一点，且[image: image512.wmf]0
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，坐标原点O到直线[image: image513.wmf]1
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的距离为[image: image514.wmf]|
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（1）求椭圆C的方程；

（2）设Q是椭圆C上的一点，过Q的直线l交x轴于点[image: image515.wmf])

0

,

1
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P

，较y轴于点M，若[image: image516.wmf]QP
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，求直线l的方程．

双曲线C与椭圆
[image: image517.wmf]22
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有相同的焦点，直线y=
[image: image518.wmf]x

3

为C的一条渐近线。

求双曲线C的方程；

(II)过点P(0,4)的直线
[image: image519.wmf]l

，交双曲线C于A,B两点，交x轴于Q点（Q点与C的顶点不重合）。当
[image: image520.wmf]12
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[image: image521.wmf]3
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解：

（Ⅱ）解法一：

[image: image1879.emf]2
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由题意知直线
[image: image522.wmf]l

的斜率
[image: image523.wmf]k

存在且不等于零。

设
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的方程：
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[image: image531.wmf]Q
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同理有：
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若
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则直线
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所求
[image: image550.wmf]Q

的坐标为
[image: image551.wmf](2,0)
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解法二：

由题意知直线
[image: image552.wmf]l

的斜率
[image: image553.wmf]k

存在且不等于零

设
[image: image554.wmf]l

的方程，
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由定比分点坐标公式得
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下同解法一

解法三：

由题意知直线
[image: image562.wmf]l

的斜率
[image: image563.wmf]k

存在且不等于零

设
[image: image564.wmf]l

的方程：
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即
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解法四：

由题意知直线l得斜率k存在且不等于零，设
[image: image584.wmf]l

的方程：
[image: image585.wmf]4
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，
[image: image586.wmf]1122
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则
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[image: image594.wmf]2

1212

25()80

kxxkxx

+++=



（*）

[image: image1880.png]A



又

[image: image595.wmf]2

2

4

1

3

ykx

y

x

=+

-=


消去y得
[image: image596.wmf]22
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当
[image: image597.wmf]2
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时，则直线l与双曲线得渐近线平行，不合题意，
[image: image598.wmf]2
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由韦达定理有：
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代入（*）式得
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[image: image601.wmf]\

所求Q点的坐标为
[image: image602.wmf](2,0)
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。

练习：已知椭圆C的中心在原点，焦点在x轴上，它的一个顶点恰好是抛物线
[image: image603.wmf]2
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的焦点，离心率等于
[image: image604.wmf]25
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。

（1）求椭圆C的标准方程；

（2）点P为椭圆上一点，弦PA、PB分别过焦点F1、F2，（PA、PB都不与x轴垂直，其点P的纵坐标不为0），若
[image: image605.wmf]111222
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解：（1）设椭圆C的方程为：
[image: image607.wmf]22
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解得：
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根据PA、PB都不与x轴垂直，且
[image: image617.wmf]0
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，设直线PA的方程为：
[image: image618.wmf]0

0

(2)

2

y

yx

x

=+

+

，代人
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根据韦达定理，得：
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同理可求
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由
[image: image626.wmf]00
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上一点得：
[image: image628.wmf]22
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则
[image: image629.wmf]12
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故
[image: image630.wmf]12
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的值为18.
题型六：面积问题

例题8、已知椭圆C：
[image: image631.wmf]1
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[image: image632.wmf],
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短轴一个端点到右焦点的距离为
[image: image633.wmf]3

。

（Ⅰ）求椭圆C的方程；

（Ⅱ）设直线l与椭圆C交于A、B两点，坐标原点O到直线l的距离为
[image: image634.wmf]2
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，求△AOB面积的最大值。

解：（Ⅰ）设椭圆的半焦距为
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（Ⅱ）设
[image: image640.wmf]11

()

Axy

，

，
[image: image641.wmf]22

()

Bxy

，

。

（1）当
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[image: image644.wmf]AB

与
[image: image645.wmf]x

轴不垂直时，

设直线
[image: image646.wmf]AB

的方程为
[image: image647.wmf]ykxm

=+

。

由已知
[image: image648.wmf]2

3

2

1

m

k

=

+

，得
[image: image649.wmf]22

3

(1)

4

mk

=+

。

把
[image: image650.wmf]ykxm

=+

代入椭圆方程，整理得
[image: image651.wmf]222

(31)6330

kxkmxm

+++-=

，


[image: image652.wmf]12

2

6

31

km

xx

k

-

\+=

+

，
[image: image653.wmf]2

12

2

3(1)

31

m

xx

k

-

=

+

。


[image: image654.wmf]2

22

21

(1)()

ABkxx

\=+-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image655.wmf]222

2

222

3612(1)

(1)

(31)31

kmm

k

kk

éù

-

=+-

êú

++

ëû



[image: image656.wmf]22222

2222

12(1)(31)3(1)(91)

(31)(31)

kkmkk

kk

++-++

==

++



[image: image657.wmf]2

42

2

2

121212

33(0)34

1

961236

96

k

k

kk

k

k

=+=+¹+=

++´+

++

≤

。

当且仅当
[image: image658.wmf]2
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当
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练习1、如图，直线
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（Ⅰ）求在
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[image: image675.wmf]1

2

=

=

，Se

AB

时，求直线AB的方程。

本题主要考查椭圆的几何性质、椭圆与直线的位置关系等基础知识，考查解析几何的基本思想方法和综合解题能力。

解：（Ⅰ）解：设点A的坐标为
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故直线
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练习2、已知椭圆的中心在坐标原点O，焦点在x轴上，椭圆的短轴端点和焦点所组成的四边形为正方形，两准线间的距离为4。

(Ⅰ)求椭圆的方程；

(Ⅱ)直线
[image: image702.wmf]l

过点P(0,2)且与椭圆相交于A、B两点，当ΔAOB面积取得最大值时，求直线l的方程。

解：设椭圆方程为
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（II）解法一：由题意知直线l的斜率存在，

设直线l的方程为
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由直线l与椭圆相交A、B两点，
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解法1：对
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整理得：
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解法2：令
[image: image733.wmf])

(

0

m

3

2k

m

2

>

-

=

，

则
[image: image734.wmf]3

m

2k

2

2

+

=

，

 
[image: image735.wmf]2

2

2

m

4

m

2

2

4

m

m

2

2

S

2

£

+

=

+

=

\

.

当且仅当
[image: image736.wmf]m

4

m

=

即
[image: image737.wmf]2

m

=

时，


[image: image738.wmf]2

2

S

max

=


此时
[image: image739.wmf]2

14

k

±

=

.

所以，所求直线方程为 
[image: image740.wmf]0

4

2y

x

14

=

+

-

±

.

解法二：由题意知直线l的斜率存在且不为零.

设直线l的方程为
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解法1：
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下同解法一

解法2：
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下同解法一

已知中心在原点，焦点在x轴上的椭圆的离心率为
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设
[image: image765.wmf])

,

(

),

,

(

2

2

1

1

y

x

B

y

x

A

，则
[image: image766.wmf]2

1

,

y

y

是方程的两个根

由韦达定理得
[image: image767.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

-

=

+

=

+

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

m

c

y

y

m

mc

y

y

 所以
[image: image768.wmf]2

1

2

2

4

)

(

2

2

2

1

2

2

1

2

1

+

+

=

-

+

=

-

m

m

c

y

y

y

y

y

y



[image: image769.wmf]c

c

y

y

F

F

S

ABF

2

2

2

1

2

1

2

1

2

·

=

-

=

D



 EMBED Equation.3  [image: image770.wmf]2

1

2

2

+

+

m

m


＝
[image: image771.wmf]2

2

2

2

2

2

2

1

2

2

1

1

1

2

2

c

c

m

m

c

=

·

£

+

+

+


当且仅当
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所以，所求椭圆方程为
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题型七：弦或弦长为定值问题

例题9、在平面直角坐标系xOy中，过定点C（0，p）作直线与抛物线x2=2py（p>0）相交于A、B两点。

[image: image776.jpg]



（Ⅰ）若点N是点C关于坐标原点O的对称点，求△ANB面积的最小值；

（Ⅱ）是否存在垂直于y轴的直线l，使得l被以AC为直径的圆截得弦长恒为定值？若存在，求出l的方程；若不存在，说明理由。（此题不要求在答题卡上画图）

本小题主要考查直线、圆和抛物线等平面解析几何的基础知识，考查综合运用数学知识进行推理运算的能力和解决问题的能力.

解法1：

（Ⅰ）依题意，点N的坐标为N（0,-p）,可设A（x1,y1）,B（x2,y2），直线AB的方程为y=kx+p,与x2=2py联立得
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由韦达定理得x1+x2=2pk,x1x2=-2p2.
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解法2：

（Ⅰ）前同解法1，再由弦长公式得
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又由点到直线的距离公式得
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[image: image801.wmf].
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（Ⅱ）假设满足条件的直线t存在，其方程为y=a，则以AC为直径的圆的方程为
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设直线l与以AC为直径的圆的交点为P（x2,y2）,Q（x4,y4）,则有
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练习、设椭圆E: 
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（I）求椭圆E的方程；

（II）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且
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？若存在，写出该圆的方程，并求|AB |的取值范围，若不存在说明理由。

解:（1）因为椭圆E: 
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（2）假设存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且
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因为直线
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当AB的斜率不存在时, 两个交点为
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【命题立意】:本题属于探究是否存在的问题,主要考查了椭圆的标准方程的确定,直线与椭圆的位置关系直线与圆的位置关系和待定系数法求方程的方法,能够运用解方程组法研究有关参数问题以及方程的根与系数关系.

题型八：角度问题

　例题9、如图（21）图，M（-2，0）和N（2，0）是平面上的两点，动点P满足：
[image: image870.wmf]6.
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（Ⅰ）求点P的轨迹方程；

（Ⅱ）若
[image: image872.wmf]2

·

1cos

PMPN

MPN

-Ð

＝

,求点P的坐标.

解：(Ⅰ)由椭圆的定义，点P的轨迹是以M、N为焦点，长轴长2a=6的椭圆.

             因此半焦距c=2，长半轴a=3，从而短半轴
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             所以椭圆的方程为
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         (Ⅱ)由
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             因为
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             将①代入②，得
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             故点P在以M、N为焦点，实轴长为
[image: image881.wmf]23

的双曲线
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             由(Ⅰ)知，点P的坐标又满足
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             由方程组
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             即P点坐标为
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练习1、已知方向向量为v=(1,
[image: image887.wmf]3

)的直线l过点（0，－2
[image: image888.wmf]3

）和椭圆C：
[image: image889.wmf]1
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(a>b>0)的焦点，且椭圆C的中心关于直线l的对称点在椭圆C的右准线上.

（Ⅰ）求椭圆C的方程；

（Ⅱ）是否存在过点E（－2，0）的直线m交椭圆C于点M、N，满足

[image: image1890.png]



[image: image890.wmf]6
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cot∠MON≠0（O为原点）.若存在，求直线m的方程；若不存在，请说明理由.

本小题主要考查直线、椭圆及平面向量的基本知识，平面解析几何的基本方法和综合解题能力.

（I）解法一：直线
[image: image891.wmf]3
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过原点垂直
[image: image892.wmf]l

的直线方程为
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y

3

3

-

=

，  ②

解①②得
[image: image894.wmf].
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∵椭圆中心O（0，0）关于直线
[image: image895.wmf]l

的对称点在椭圆C的右准线上，
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∵直线
[image: image897.wmf]l

过椭圆焦点，∴该焦点坐标为（2，0）.
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  故椭圆C的方程为
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解法二：直线
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设原点关于直线
[image: image901.wmf]l

对称点为（p，q），则
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解得p=3.

∵椭圆中心O（0，0）关于直线
[image: image903.wmf]l

的对称点在椭圆C的右准线上，
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    ∵直线
[image: image905.wmf]l

过椭圆焦点，∴该焦点坐标为（2，0）.
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  故椭圆C的方程为
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1

2

6

2

2

=

+

y

x

  ③

（II）解法一：设M（
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1

,

y

x

），N（
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当直线m不垂直
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轴时，直线
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点O到直线MN的距离
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即
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整理得
[image: image920.wmf].
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当直线m垂直x轴时，也满足
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故直线m的方程为
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或
[image: image923.wmf],

3

3

2

3

3

-

-

=

x

y

或
[image: image924.wmf].

2

-

=

x



经检验上述直线均满足
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所以所求直线方程为
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解法二：设M（
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当直线m不垂直
[image: image931.wmf]x

轴时，直线m：y=k(x+2)代入③，整理得
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∵E（－2，0）是椭圆C的左焦点，


∴|MN|=|ME|+|NE|
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以下与解法一相同.

解法三：设M（
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设直线
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，代入③，整理得
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[image: image948.wmf]6
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解得
[image: image950.wmf],

3

±

=

t

或
[image: image951.wmf].

0

=

t



故直线m的方程为
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经检验上述直线方程为
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所以所求直线方程为
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练习2、设
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分别是椭圆
[image: image961.wmf]1

4

2

2

=

+

y

x

的左、右焦点。

（Ⅰ）若
[image: image962.wmf]P

是该椭圆上的一个动点，求
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（Ⅱ）设过定点
[image: image965.wmf])
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的直线
[image: image966.wmf]l

与椭圆交于不同的两点
[image: image967.wmf]A
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，且∠
[image: image969.wmf]AOB

为锐角（其中
[image: image970.wmf]O

为坐标原点），求直线
[image: image971.wmf]l

的斜率
[image: image972.wmf]k

的取值范围。

本题主要考察直线、椭圆、平面向量的数量积等基础知识，以及综合应用数学知识解决问题及推理计算能力。

解：（Ⅰ）解法一：易知
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，即点
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当
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[image: image986.wmf]1


解法二：易知
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（Ⅱ）显然直线
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[image: image995.wmf]y

，整理得：
[image: image996.wmf]22

1

430

4

kxkx

æö

+++=

ç÷

èø


∴
[image: image997.wmf]1212

22

43

,

11

44

k

xxxx

kk

+=-×=

++


由
[image: image998.wmf](

)

2

2

1

443430

4

kkk

æö

D=-+´=->

ç÷

èø

得：
[image: image999.wmf]3

2

k

<

或
[image: image1000.wmf]3

2

k

>-


又
[image: image1001.wmf]00

0090cos000

ABABOAOB

<Ð<ÛÐ>Û×>

uuuruuur


∴
[image: image1002.wmf]1212

0

OAOBxxyy

×=+>

uuuruuur


又
[image: image1003.wmf](

)

(

)

(

)

2

12121212

2224

yykxkxkxxkxx

=++=+++



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1004.wmf]22

22

38

4

11

44

kk

kk

-

=++

++



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1005.wmf]2
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故由①、②得
[image: image1009.wmf]3
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[image: image1010.wmf]3
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练习3、已知抛物线
[image: image1011.wmf]C

：
[image: image1012.wmf]2
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，直线
[image: image1013.wmf]2
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交
[image: image1014.wmf]C

于
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两点，
[image: image1016.wmf]M
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[image: image1017.wmf]AB
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[image: image1018.wmf]M

作
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于点
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（Ⅰ）证明：抛物线
[image: image1022.wmf]C

在点
[image: image1023.wmf]N
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（Ⅱ）是否存在实数
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使
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，
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得
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由韦达定理得
[image: image1033.wmf]12

2

k

xx

+=

，
[image: image1034.wmf]12

1

xx

=-

，


[image: image1035.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1036.wmf]12

24

NM

xx

k

xx

+

===

，
[image: image1037.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1038.wmf]N

点的坐标为
[image: image1039.wmf]2

48

kk

æö

ç÷

èø

，

．

设抛物线在点
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即
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解法二：（Ⅰ）如图，设
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抛物线在点
[image: image1081.wmf]N

处的切线
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（Ⅱ）假设存在实数
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问题九：四点共线问题

例题10、设椭圆
[image: image1100.wmf]22
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过点
[image: image1101.wmf](2,1)
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，且着焦点为
[image: image1102.wmf]1
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（Ⅰ）求椭圆
[image: image1103.wmf]C

的方程；

（Ⅱ）当过点
[image: image1104.wmf](4,1)

P

的动直线
[image: image1105.wmf]l

与椭圆
[image: image1106.wmf]C

相交与两不同点
[image: image1107.wmf],
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[image: image1108.wmf]AB

上取点
[image: image1109.wmf]Q
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，证明：点
[image: image1111.wmf]Q

总在某定直线上
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(2)方法一

 设点Q、A、B的坐标分别为
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又点A、B在椭圆C上，即
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  （1）+（2）×2并结合（3），（4）得
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即点
[image: image1132.wmf](,)
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总在定直线
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设点
[image: image1134.wmf]1122

(,),(,),(,)

QxyAxyBxy

，由题设，
[image: image1135.wmf],,,

PAPBAQQB

uuuruuuruuuruuur

均不为零。

且 
[image: image1136.wmf]PAPB

AQQB

=

uuuruuur

uuuruuur


又 
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由于
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即点
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练习1、（08四川理）设椭圆
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是
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（Ⅰ）若
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解析：数列和解几位列倒数第三和第二，意料之中．开始挤牙膏吧．

（Ⅰ）由已知，
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但解此方程组要考倒不少人．

（Ⅱ）∵
[image: image1210.wmf]1212

(3,)(,)0

FMFNcycy

×=×=

uuuuruuuur

，

∴
[image: image1211.wmf]2

12

30

yyc

=-<

．


[image: image1212.wmf]2

2

22

121212

2

121212

2

22412

MNyyyyyy

yyyyyyc

=-=+-

³--=-=

uuuur

　

　

　

．

当且仅当
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点评：本题第一问又用到了平面几何．看来，与平面几何有联系的难题真是四川风格啊．注意平面几何可与三角向量解几沾边，应加强对含平面几何背景的试题的研究．本题好得好，出得活，出得妙！均值定理，放缩技巧，永恒的考点．

问题十：范围问题（本质是函数问题）

例题1、已知直线
[image: image1238.wmf])

0

(

1

1

2

2

2

2

>

>

=

+

+

-

=

b

a

b

y

a

x

x

y

与椭圆

相交于A、B两点。

   （1）若椭圆的离心率为
[image: image1239.wmf]3
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，焦距为2，求线段AB的长；

   （2）若向量
[image: image1240.wmf]OB
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与向量

互相垂直（其中O为坐标原点），当椭圆的离心率
[image: image1241.wmf]]
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时，求椭圆的长轴长的最大值。

设
[image: image1242.wmf]1
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[image: image1243.wmf]2
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分别是椭圆
[image: image1244.wmf]1

4

2

2

=

+

y

x

的左、右焦点。

（Ⅰ）若
[image: image1245.wmf]P

是该椭圆上的一个动点，求
[image: image1246.wmf]1
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（Ⅱ）设过定点
[image: image1248.wmf])
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的直线
[image: image1249.wmf]l

与椭圆交于不同的两点
[image: image1250.wmf]A
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[image: image1251.wmf]B

，且∠
[image: image1252.wmf]AOB

为锐角（其中
[image: image1253.wmf]O

为坐标原点），求直线
[image: image1254.wmf]l

的斜率
[image: image1255.wmf]k

的取值范围。

本题主要考察直线、椭圆、平面向量的数量积等基础知识，以及综合应用数学知识解决问题及推理计算能力。

解：（Ⅰ）解法一：易知
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因为
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[image: image1262.wmf]0

x

=

，即点
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当
[image: image1266.wmf]2

x

=±

，即点
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[image: image1268.wmf]12

PFPF

×

uuuruuuur

有最大值
[image: image1269.wmf]1


解法二：易知
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（以下同解法一）

（Ⅱ）显然直线
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设椭圆E: 
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（I）求椭圆E的方程；

（II）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且
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（2）假设存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且
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   已知椭圆C的中心在原点，焦点在[image: image1357.wmf]x

轴上，以两个焦点和短轴的两个端点

为顶点的四边形是一个面积为8的正方形（记为Q）.

（Ⅰ）求椭圆C的方程;

（Ⅱ）设点P是椭圆C的左准线与[image: image1358.wmf]x

轴的交点，过点P的直线[image: image1359.wmf]l

与椭圆C相交于M,N两点，当线段MN的中点落在正方形Q内（包括边界）时，求直线[image: image1360.wmf]l

的斜率的取值范围。
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    如图，设点M，N的坐标分别为[image: image1374.wmf]1122
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       [image: image1396.jpg]
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解得[image: image1398.wmf]3131
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故直线[image: image1401.wmf]l
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问题十一、存在性问题：（存在点，存在直线y=kx+m，存在实数，存在图形：三角形（等比、等腰、直角），四边形（矩形、菱形、正方形），圆）
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（II）是否存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且[image: image1406.wmf]OAOB
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解:（1）因为椭圆E: [image: image1407.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

（a,b>0）过M（2，[image: image1408.wmf]2

） ，N([image: image1409.wmf]6

,1)两点,

所以[image: image1410.wmf]22

22

42

1

61

1

ab

ab

+=

+=

ì

ï

ï

í

ï

ï

î

解得[image: image1411.wmf]2

2

11

8

11

4

a

b

ì

=

ï

ï

í

ï

=

ï

î

所以[image: image1412.wmf]2

2

8

4

a

b

ì

=

í

=

î

椭圆E的方程为[image: image1413.wmf]22

1

84

xy

+=


（2）假设存在圆心在原点的圆，使得该圆的任意一条切线与椭圆E恒有两个交点A,B,且[image: image1414.wmf]OAOB
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【命题立意】:本题属于探究是否存在的问题,主要考查了椭圆的标准方程的确定,直线与椭圆的位置关系直线与圆的位置关系和待定系数法求方程的方法,能够运用解方程组法研究有关参数问题以及方程的根与系数关系.
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（1）求轨迹E的方程,并说明该方程所表示曲线的形状; w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1475.jpg]
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,   此时A,B重合为B1(x1,y1)点, w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1539.jpg]
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【命题立意】:本题主要考查了直线与圆的方程和位置关系,以及直线与椭圆的位置关系,可以通过解方程组法研究有没有交点问题,有几个交点的问题.

在平面直角坐标系[image: image1551.wmf]xoy
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（1）若直线[image: image1554.wmf]l

过点[image: image1555.wmf](4,0)
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，且被圆[image: image1556.wmf]1
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截得的弦长为[image: image1557.wmf]23

，求直线[image: image1558.wmf]l

的方程；

（2）设P为平面上的点，满足：存在过点P的无穷多对互相垂直的直线[image: image1559.wmf]1
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和[image: image1560.wmf]2
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，它们分别与圆[image: image1561.wmf]1
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和圆[image: image1562.wmf]2
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被圆[image: image1566.wmf]2
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截得的弦长相等，试求所有满足条件的点P的坐标。

【解析】 本小题主要考查直线与圆的方程、点到直线的距离公式，考查数学运算求解能力、综合分析问题的能力。满分16分。
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或[image: image1605.wmf]51

(,)

22

-

。

[image: image1895.jpg]


[image: image1606.emf])
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            [image: image1607.emf]3
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[image: image1896.jpg]


[image: image1608.emf]2


2




2

2


（Ⅰ）求a,b的值；

（Ⅱ）C上是否存在点P，使得当l绕F转到某一位置时，有[image: image1609.emf]®


®


®


+


=


OB


OA


OP




  

  OB OA OP

成立？

若存在，求出所有的P的坐标与l的方程；若不存在，说明理由。

解析：本题考查解析几何与平面向量知识综合运用能力，第一问直接运用点到直线的距离公式以及椭圆有关关系式计算，第二问利用向量坐标关系及方程的思想，借助根与系数关系解决问题，注意特殊情况的处理。

解：（Ⅰ）设[image: image1610.wmf](

)

,

0

,

c

F

 当[image: image1611.wmf]l

的斜率为1时，其方程为[image: image1612.wmf]O

c

y

x

,

0

=

-

-

到[image: image1613.wmf]l

的距离为

     [image: image1614.wmf]2

2

0

0

c

c

=

-

-


   故  [image: image1615.wmf]2

2

2

=

c

， [image: image1616.wmf]1

=

c

 w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1617.jpg]


  [image: image1618.jpg]



       由 [image: image1619.wmf]3

3

=

=

a

c

e


       得 [image: image1620.wmf]3

=

a

，[image: image1621.wmf]2

2

c

a

b

-

=

=[image: image1622.wmf]2


（Ⅱ）C上存在点[image: image1623.wmf]P

，使得当[image: image1624.wmf]l

绕[image: image1625.wmf]F

转到某一位置时，有[image: image1626.wmf]OB

OA

OP

+

=

成立。

由 （Ⅰ）知C的方程为[image: image1627.wmf]2

2

x

+[image: image1628.wmf]2

3

y

=6. 设[image: image1629.wmf]).

,

(
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,

(

2

2

1

1

y

x

B

y

x

A


 (ⅰ) [image: image1630.wmf])

1

(

-

=

x

k

y

l

x

l

的方程为

轴时，设

不垂直

当


　C [image: image1631.wmf]OB

OA

OP

P

+

=

使

上的点

成立的充要条件是[image: image1632.wmf]）

点的坐标为（

2

1

2

1

,

y

y

x

x

P

+

+

， 且[image: image1633.wmf]6

)

(
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)
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整理得 [image: image1634.wmf]6
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[image: image1635.wmf]6
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2

,

6

3

2

2

2

2

2

2

1

2
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=

+

=

+

y

x

y

x

C

B

A

上，即

在

、

又


故       [image: image1636.wmf]0

3

3

2

2

1

2
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=

+

+

y

y

x

x

            ①

将 [image: image1637.wmf]并化简得

代入

,

6

3

2

)

1

(

2

2

=

+

-

=

y

x

x

k

y


[image: image1638.wmf]0
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k

 w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1639.jpg]


  [image: image1640.jpg]



于是 [image: image1641.wmf]2
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+

, [image: image1642.wmf]2

1

x

x

=[image: image1643.wmf]2
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,

      [image: image1644.wmf]2
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     代入①解得，[image: image1645.wmf]2

2

=

k

，此时[image: image1646.wmf]2

3

2

1

=

+

x

x


     于是[image: image1647.wmf])

2

(

2

1

2

1

-

+

=

+

x

x

k

y

y

=[image: image1648.wmf]2

k

-

， 即[image: image1649.wmf])

2

,

2

3

(

k

P

-

 w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1650.jpg]


  [image: image1651.jpg]



     因此， 当[image: image1652.wmf]2

-

=

k

时，[image: image1653.wmf])

2

2

,

2

3

(

P

， [image: image1654.wmf]0

2

2

=

-

+

y

x

l

的方程为

；

 当[image: image1655.wmf]2

=

k

时，[image: image1656.wmf])

2

2

,

2

3

(

-

P

， [image: image1657.wmf]0

2

2

=

-

-

y

x

l

的方程为

。

（ⅱ）当[image: image1658.wmf]l

垂直于[image: image1659.wmf]x

轴时，由[image: image1660.wmf])

0

,

2

(

=

+

OB

OA

知，C上不存在点P使[image: image1661.wmf]OB

OA

OP

+

=

成立。

综上，C上存在点[image: image1662.wmf])

2

2

,

2

3

(

±

P

使[image: image1663.wmf]OB

OA

OP

+

=

成立，此时[image: image1664.wmf]l

的方程为

[image: image1665.wmf]0

2

2

=

-

±

y

x

.

过抛物线[image: image1666.wmf]2

2(0)

ypxp

=>

的对称轴上一点[image: image1667.wmf](

)

(

)

,00

Aaa

>

的直线与抛物线相交于M、N两点，自M、N向直线[image: image1668.wmf]:

lxa

=-

作垂线，垂足分别为[image: image1669.wmf]1

M

、[image: image1670.wmf]1

N

。   [image: image1671.jpg]


  [image: image1672.jpg]


       
（Ⅰ）当[image: image1673.wmf]2

p

a

=

时，求证：[image: image1674.wmf]1

AM

⊥[image: image1675.wmf]1

AN

；

（Ⅱ）记[image: image1676.wmf][image: image1677.wmf]1

AMM

D

、[image: image1678.wmf]11

AMN

D

 、[image: image1679.wmf]1

ANN

D

的面积分别为[image: image1680.wmf]1

S

、[image: image1681.wmf]2

S

、[image: image1682.wmf]3

S

，是否存在[image: image1683.wmf]l

，使得对任意的[image: image1684.wmf]0

a

>

，都有[image: image1685.wmf]2

212

SSS

l

=

成立。若存在，求出[image: image1686.wmf]l

的值；若不存在，说明理由。

解：依题意，可设直线MN的方程为[image: image1687.wmf]1122

,(,),(,)

xmyaMxyNxy

=+

，则有w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1688.jpg]


  [image: image1689.jpg]



[image: image1690.wmf]12

(,),(,)

MayNay

--


由[image: image1691.wmf]2

2

xmya

ypx

=+

ì

í

=

î

消去x可得[image: image1692.wmf]2

220

ympyap

--=

    [image: image1693.jpg]


  [image: image1694.jpg]


             
从而有[image: image1695.wmf]12
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2

2
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yyap

+=

ì
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=-

î

                                             ①

于是[image: image1696.wmf]2

1212

()22()

xxmyyampa

+=++=+

                                    ②

又由[image: image1697.wmf]2

11

2

ypx

=

，[image: image1698.wmf]2

12

2

ypx

=

可得[image: image1699.wmf]2

2
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===

                  ③

（Ⅰ）如图1，当[image: image1700.wmf]2

p

a

=

时，点[image: image1701.wmf](,0)

2

p

A

即为抛物线的焦点，[image: image1702.wmf]l

为其准线[image: image1703.wmf]2

p

x

=-


此时[image: image1704.wmf]1112

(,),(,),

22

PP

MyNy

--

并

由

 ①可得[image: image1705.wmf]2

12

yyp

=-


证法1：[image: image1706.wmf]1112

(,),(,)

AMpyANpy

=-=-

uuuuvuuuv

Q


[image: image1707.wmf]222

111211

0,

AMANpyyppAMAN

\×=+=-=^

uuuuvuuuv

即

 w.w.w.k.s.5.u.c.o.m  [image: image1708.jpg]


  [image: image1709.jpg]



证法2：[image: image1710.wmf][image: image1711.wmf]11

12

,,

AMAN

yy

KK

pp

=-=-

Q


[image: image1712.wmf]11

2

12

11

22

1,

AMAN

yy

p

KKAMAN

pp

\×==-=-^

即

.

    [image: image1713.jpg]


  [image: image1714.jpg]


             
(Ⅱ)存在[image: image1715.wmf]4

l

=

，使得对任意的[image: image1716.wmf]0

a

>

，都有[image: image1717.wmf]2

213

4

SSS

=

成立，证明如下：

证法1：记直线[image: image1718.wmf]l

与x轴的交点为[image: image1719.wmf]1

A

,则[image: image1720.wmf]1

OAOAa
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。于是有

[image: image1721.wmf]111111
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    [image: image1722.jpg]


  [image: image1723.jpg]


             
[image: image1724.wmf]22
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ayyyyxxaxxayy
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将①、②、③代入上式化简可得

[image: image1725.wmf]2222222

(48)2(24)4(2)

ampapapampaapmpa

+=+Û+


上式恒成立，即对任意[image: image1726.wmf]2

213

0,4

aSSS

>=

成立   [image: image1727.jpg]


  [image: image1728.jpg]


             
证法2：如图2，连接[image: image1729.wmf]11

,

MNNM

,则由[image: image1730.wmf]2

1211

2,2

yyapypx

=-=

可得

[image: image1731.wmf]1

1222

1112

22

2

2

OMON

ypypyy

p

KK

xyyyapa

======

--

,所以直线[image: image1732.wmf]1

MN

经过原点O，

同理可证直线[image: image1733.wmf]1

NM

也经过原点O

又[image: image1734.wmf]1

OAOAa

==

设[image: image1735.wmf]1111121112

,,,,

MAhNAhMMdNNd

====

则

[image: image1736.wmf]11121212322
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  已知椭圆[image: image1737.wmf]22

22

:1(0)

xy

Cab

ab

+=>>

的离心率为[image: image1738.wmf]3

3

，过右焦点F的直线[image: image1739.wmf]l

与[image: image1740.wmf]C

相交于[image: image1741.wmf]A

、[image: image1742.wmf]B

两点，当[image: image1743.wmf]l

的斜率为1时，坐标原点[image: image1744.wmf]O

到[image: image1745.wmf]l

的距离为[image: image1746.wmf]2

2

 

  （I）求[image: image1747.wmf]a

，[image: image1748.wmf]b

的值；

  （II）[image: image1749.wmf]C

上是否存在点P，使得当[image: image1750.wmf]l

绕F转到某一位置时，有[image: image1751.wmf]OPOAOB

=+

uuuruuuruuur

成立？

若存在，求出所有的P的坐标与[image: image1752.wmf]l

的方程；若不存在，说明理由。

解:(I）设[image: image1753.wmf](,0)

Fc

，直线[image: image1754.wmf]:0

lxyc

--=

，由坐标原点[image: image1755.wmf]O

到[image: image1756.wmf]l

的距离为[image: image1757.wmf]2

2


 则[image: image1758.wmf]|00|2

2

2

c

--

=

，解得 [image: image1759.wmf]1

c

=

.又[image: image1760.wmf]3

,3,2

3

c

eab

a

==\==

.

（II）由(I）知椭圆的方程为[image: image1761.wmf]22

:1

32

xy

C

+=

.设[image: image1762.wmf]11

(,)

Axy

、[image: image1763.wmf]B

[image: image1764.wmf]22

(,)

xy


由题意知[image: image1765.wmf]l

的斜率为一定不为0，故不妨设 [image: image1766.wmf]:1

lxmy

=+


代入椭圆的方程中整理得[image: image1767.wmf]22

(23)440

mymy

++-=

，显然[image: image1768.wmf]0

D>

。

由韦达定理有：[image: image1769.wmf]12

2

4

,

23

m

yy

m

+=-

+

[image: image1770.wmf]12

2

4

,

23

yy

m

=-

+

．．．．．．．．①

.假设存在点P，使[image: image1771.wmf]OPOAOB

=+

uuuruuuruuur

成立，则其充要条件为：

点[image: image1772.wmf]1212

P(,)

xxyy

++

的

坐

标

为

，点P在椭圆上，即[image: image1773.wmf]22

1212

()()

1

32

xxyy

++

+=

。

整理得[image: image1774.wmf]2222

11221212

2323466

xyxyxxyy

+++++=

。   [image: image1775.jpg]


  [image: image1776.jpg]


         
又[image: image1777.wmf]AB

、

在椭圆上，即[image: image1778.wmf]2222

1122

236,236

xyxy

+=+=

.

故[image: image1779.wmf]1212

2330

xxyy

++=

．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．②

将[image: image1780.wmf]2

12121212

(1)(1)()1

xxmymymyymyy

=++=+++

及①代入②解得[image: image1781.wmf]2

1

2

m

=


[image: image1782.wmf]12

22

22

yy

\+=-

或

,[image: image1783.wmf]12

xx

+

=[image: image1784.wmf]2

2

43

2

232

m

m

-+=

+

,即[image: image1785.wmf]32

(,)

22

P

±

.

当[image: image1786.wmf]2322

,(,),:1

2222

mPlxy

=-=+

时

;

当[image: image1787.wmf]2322

,(,),:1

2222

mPlxy

=-=-+

时

.

评析：处理解析几何题，学生主要是在“算”上的功夫不够。所谓“算”，主要讲的是算理和算法。算法是解决问题采用的计算的方法,而算理是采用这种算法的依据和原因,一个是表,一个是里,一个是现象,一个是本质。有时候算理和算法并不是截然区分的。例如：三角形的面积是用底乘高的一半还是用两边与夹角的正弦的一半，还是分割成几部分来算？在具体处理的时候，要根据具体问题及题意边做边调整，寻找合适的突破口和切入点。

已知A,B 分别为曲线C： [image: image1788.wmf]2

2

x

a

+[image: image1789.wmf]2

y

=1（y[image: image1790.wmf]³

0,a>0）与x轴

的左、右两个交点，直线[image: image1791.wmf]l

过点B,且与[image: image1792.wmf]x

轴垂直，S为[image: image1793.wmf]l

上

异于点B的一点，连结AS交曲线C于点T.

(1)若曲线C为半圆，点T为圆弧[image: image1794.wmf]»

AB

的三等分点，试求出点S的坐标；

（II）如图，点M是以SB为直径的圆与线段TB的交点，试问：是否存在[image: image1795.wmf]a

,使得O,M,S三点共线？若存在，求出a的值，若不存在，请说明理由。  [image: image1796.jpg]


  [image: image1797.jpg]


                              

19.【解析】

解法一：

(Ⅰ)当曲线C为半圆时，[image: image1798.wmf]1,

a

=

如图，由点T为圆弧[image: image1799.wmf]»

AB

的三等分点得∠BOT=60°或120°.

(1)当∠BOT=60°时, ∠SAE=30°.

又AB=2,故在△SAE中,有[image: image1800.wmf]tan30,(,);

SBABst

2323

=×°=\

33


 (2)当∠BOT=120°时,同理可求得点S的坐标为[image: image1801.wmf](1,23)

,综上, [image: image1802.wmf]23

(1,)

3

S

或

S(1,23)


(Ⅱ)假设存在[image: image1803.wmf](0)

aa

>

,使得O,M,S三点共线.

由于点M在以SB为直线的圆上,故[image: image1804.wmf]BTOS

^

.

显然,直线AS的斜率k存在且k>0,可设直线AS的方程为[image: image1805.wmf]()

ykxa

=+

.

由[image: image1806.wmf]2

2

22222422

2

1

(1)20
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x

y

akxakxaka

a

ykxa

ì

+=

ï

+++-=

í

ï

=+

î

得


设点[image: image1807.wmf]222
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1

TTT
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Txyxa

ak

-

\--=

+


故[image: image1808.wmf]22

22

1

T

aak

x

ak

-

=

+

,从而[image: image1809.wmf]22

2
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1

TT

ak

ykxa

ak

=+=

+

.

亦即[image: image1810.wmf]22

2222

2

(,).

11

aakak

T

akak

-

++


[image: image1811.wmf]22

2222

22

(,0),((,))

11

akak

BaBT

akak

-

\=

++

uuur

Q


由[image: image1812.wmf]()

xa

ykxa

=

ì

í

=+

î

得[image: image1813.wmf](,2),(,2).

saakOSaak

\=

uuur


由[image: image1814.wmf]BTOS

^

,可得[image: image1815.wmf]2222

2

24

0

12

akak

BTOS

ak

-+

×==

+

uuuruuur

即[image: image1816.wmf]2222
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解答二（Ⅰ）同解答一
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设Q为直线AB与y轴的交点，则Q点的坐标为（0，m）.
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以下同解答一.
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已知椭圆C:                     的离心率为      ，过右焦点F的直线l与C相交于A、B
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两点，当l的斜率为1时，坐标原点O到l的距离为
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