圆锥曲线解题方法技巧

第一、知识储备：

1. 直线方程的形式

（1）直线方程的形式有五件：点斜式、两点式、斜截式、截距式、一般式。

（2）与直线相关的重要内容

①倾斜角与斜率
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③夹角公式：直线
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（3）弦长公式

直线
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（4）两条直线的位置关系
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两平行线距离公式
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2、圆锥曲线方程及性质

1.圆锥曲线的两定义：

第一定义中要重视“括号”内的限制条件：椭圆中，与两个定点F
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的距离的和等于常数
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时，无轨迹；双曲线中，与两定点F
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的距离的差的绝对值等于常数
[image: image38.wmf]2

a
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|，则轨迹不存在。若去掉定义中的绝对值则轨迹仅表示双曲线的一支。

如方程
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表示的曲线是_____（答：双曲线的左支）
2.圆锥曲线的标准方程（标准方程是指中心（顶点）在原点，坐标轴为对称轴时的标准位置的方程）：

（1）椭圆：焦点在
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表示椭圆的充要条件是什么？（ABC≠0，且A，B，C同号，A≠B）。椭圆的方程的形式有几种？（三种形式）

    标准方程：
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[image: image63.wmf]cos,sin

xayb

qq

==


  若
[image: image64.wmf]R

y

x

Î

,

，且
[image: image65.wmf]6

2

3

2

2

=

+

y

x

，则
[image: image66.wmf]y

x

+

的最大值是____，
[image: image67.wmf]2

2

y

x

+

的最小值是___（答：
[image: image68.wmf]5,2

）

（2）双曲线：焦点在
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表示双曲线的充要条件是什么？（ABC≠0，且A，B异号）。

如设中心在坐标原点
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（3）抛物线：开口向右时
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3.圆锥曲线焦点位置的判断（首先化成标准方程，然后再判断）：

（1）椭圆：由
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表示焦点在y轴上的椭圆，则m的取值范围是__（答：
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（2）双曲线：由
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（3）抛物线：焦点在一次项的坐标轴上，一次项的符号决定开口方向。

提醒：在椭圆中，
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4.圆锥曲线的几何性质：

（1）椭圆（以
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（3）抛物线（以
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6.记住焦半径公式：
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7.椭圆和双曲线的基本量三角形你清楚吗？ 
第二、方法储备

1、点差法（中点弦问题）

设
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2、联立消元法：你会解直线与圆锥曲线的位置关系一类的问题吗？经典套路是什么？如果有两个参数怎么办？

    设直线的方程，并且与曲线的方程联立，消去一个未知数，得到一个二次方程，使用判别式
[image: image179.wmf]0
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 eq \o\ac(○,2)两个式子，然后 eq \o\ac(○,1)- eq \o\ac(○,2)，整体消元······，若有两个字母未知数，则要找到它们的联系，消去一个，比如直线过焦点，则可以利用三点A、B、F共线解决之。若有向量的关系，则寻找坐标之间的关系，根与系数的关系结合消元处理。一旦设直线为
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例1、已知三角形ABC的三个顶点均在椭圆
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（1）若三角形ABC的重心是椭圆的右焦点，试求直线BC的方程;

（2）若角A为
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分析：第一问抓住“重心”，利用点差法及重心坐标公式可求出中点弦BC的斜率，从而写出直线BC的方程。第二问抓住角A为
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，然后利用联立消元法及交轨法求出点D的轨迹方程；
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两式作差有 
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F(2,0)为三角形重心，所以由
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  （2）

设直线BC方程为
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 代入（2）式得
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直线过定点（0，
[image: image211.wmf])
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，设D（x,y），则
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，即
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所以所求点D的轨迹方程是
[image: image214.wmf])
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4、设而不求法
例2、如图，已知梯形ABCD中
[image: image215.wmf]CD

AB

2

=

，点E分有向线段
[image: image216.wmf]AC

所成的比为
[image: image217.wmf]l

，双曲线过C、D、E三点，且以A、B为焦点当
[image: image218.wmf]4

3

3

2

£

£

l

时，求双曲线离心率
[image: image219.wmf]e

的取值范围。

分析：本小题主要考查坐标法、定比分点坐标公式、双曲线的概念和性质，推理、运算能力和综合运用数学知识解决问题的能力。建立直角坐标系
[image: image220.wmf]xOy

，如图，若设C
[image: image221.wmf]÷
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，代入
[image: image222.wmf]1
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[image: image226.wmf](,,,)0
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，整理
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，此运算量可见是难上加难.我们对
[image: image228.wmf]h

可采取设而不求的解题策略,

建立目标函数
[image: image229.wmf](,,,)0
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，整理
[image: image230.wmf](,)0
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,化繁为简.

     解法一：如图，以AB为垂直平分线为
[image: image231.wmf]y

轴，直线AB为
[image: image232.wmf]x

轴，建立直角坐标系
[image: image233.wmf]xOy

，则CD⊥
[image: image234.wmf]y

轴因为双曲线经过点C、D，且以A、B为焦点，由双曲线的对称性知C、D关于
[image: image235.wmf]y

轴对称                                                     
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设双曲线的方程为
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由点C、E在双曲线上，将点C、E的坐标和
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由①式得         
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由题设
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解得              
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所以双曲线的离心率的取值范围为
[image: image254.wmf][
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分析：考虑
[image: image255.wmf],

AEAC

为焦半径,可用焦半径公式, 
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用
[image: image257.wmf],
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的横坐标表示，回避
[image: image258.wmf]h

的计算, 达到设而不求的解题策略．

  解法二：建系同解法一，
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所以双曲线的离心率的取值范围为
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5、判别式法

例3已知双曲线
[image: image267.wmf]1
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，直线
[image: image268.wmf]l

过点
[image: image269.wmf](
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[image: image270.wmf]k

，当
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时，双曲线的上支上有且仅有一点B到直线
[image: image272.wmf]l

的距离为
[image: image273.wmf]2

，试求
[image: image274.wmf]k

的值及此时点B的坐标。

分析1：解析几何是用代数方法来研究几何图形的一门学科，因此，数形结合必然是研究解析几何问题的重要手段. 从“有且仅有”这个微观入手，对照草图，不难想到：过点B作与
[image: image275.wmf]l

平行的直线，必与双曲线C相切. 而相切的代数表现形式是所构造方程的判别式
[image: image276.wmf]0
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. 由此出发，可设计如下解题思路：
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[image: image279.wmf]的值

解得

k


解题过程略.

分析2：如果从代数推理的角度去思考，就应当把距离用代数式表达，即所谓“有且仅有一点B到直线
[image: image280.wmf]l

的距离为
[image: image281.wmf]2

”，相当于化归的方程有唯一解. 据此设计出如下解题思路：
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简解：设点
[image: image282.wmf])
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为双曲线C上支上任一点，则点M到直线
[image: image283.wmf]l

的距离为：
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于是，问题即可转化为如上关于
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的方程.
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于是关于
[image: image291.wmf]x

的方程
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 EMBED Equation.3  [image: image294.wmf])
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[image: image295.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image296.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image298.wmf](
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 由
[image: image299.wmf]1
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可知：

 方程
[image: image300.wmf](
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的二根同正，故
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恒成立，于是
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由如上关于
[image: image304.wmf]x

的方程有唯一解，得其判别式
[image: image305.wmf]0
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D

，就可解得  
[image: image306.wmf]5
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.

点评：上述解法紧扣解题目标，不断进行问题转换，充分体现了全局观念与整体思维的优越性.

例4已知椭圆C:

和点P（4，1），过P作直线交椭圆于A、B两点，在线段AB上取点Q，使

，求动点Q的轨迹所在曲线的方程.

分析：这是一个轨迹问题，解题困难在于多动点的困扰，学生往往不知从何入手。其实，应该想到轨迹问题可以通过参数法求解. 因此，首先是选定参数，然后想方设法将点Q的横、纵坐标用参数表达，最后通过消参可达到解题的目的.

由于点
[image: image307.wmf])

,
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Q

的变化是由直线AB的变化引起的，自然可选择直线AB的斜率
[image: image308.wmf]k

作为参数，如何将
[image: image309.wmf]y

x

,

与
[image: image310.wmf]k

联系起来？一方面利用点Q在直线AB上；另一方面就是运用题目条件：

来转化.由A、B、P、Q四点共线，不难得到
[image: image311.wmf])
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，要建立
[image: image312.wmf]x

与
[image: image313.wmf]k

的关系，只需将直线AB的方程代入椭圆C的方程，利用韦达定理即可.

通过这样的分析，可以看出，虽然我们还没有开始解题，但对于如何解决本题，已经做到心中有数. 
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在得到
[image: image314.wmf](

)

k

f

x

=

之后，如果能够从整体上把握，认识到：所谓消参，目的不过是得到关于
[image: image315.wmf]y
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的方程（不含k），则可由
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，直接代入
[image: image318.wmf](
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即可得到轨迹方程。从而简化消去参的过程。

简解：设
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设直线AB的方程为：
[image: image323.wmf]1

)

4

(

+

-

=

x

k

y

，代入椭圆C的方程，消去
[image: image324.wmf]y

得出关于 x的一元二次方程：
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代入（1），化简得：
[image: image327.wmf].
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与
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联立，消去
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得：
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在（2）中，由
[image: image331.wmf]0
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，解得 
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，结合（3）可求得 
[image: image333.wmf].
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故知点Q的轨迹方程为：
[image: image334.wmf]0
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点评：由方程组实施消元，产生一个标准的关于一个变量的一元二次方程，其判别式、韦达定理模块思维易于想到. 这当中，难点在引出参，活点在应用参，重点在消去参.，而“引参、用参、消参”三步曲，正是解析几何综合问题求解的一条有效通道.

6、求根公式法

例5设直线
[image: image336.wmf]l

过点P（0，3），和椭圆
[image: image337.wmf]x
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顺次交于A、B两点，试求

的取值范围.

分析：本题中，绝大多数同学不难得到：
[image: image338.wmf]AP
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[image: image339.wmf]B
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，但从此后却一筹莫展, 问题的根源在于对题目的整体把握不够. 事实上，所谓求取值范围，不外乎两条路：其一是构造所求变量关于某个（或某几个）参数的函数关系式（或方程），这只需利用对应的思想实施；其二则是构造关于所求量的一个不等关系.

分析1:
从第一条想法入手，

=
[image: image340.wmf]B
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已经是一个关系式，但由于有两个变量
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，同时这两个变量的范围不好控制，所以自然想到利用第3个变量——直线AB的斜率k. 问题就转化为如何将
[image: image342.wmf]B
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转化为关于k的表达式，到此为止，将直线方程代入椭圆方程，消去y得出关于
[image: image343.wmf]x

的一元二次方程，其求根公式呼之欲出.
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简解1：当直线
[image: image344.wmf]l

垂直于x轴时，可求得
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当
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得
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因为椭圆关于y轴对称，点P在y轴上，所以只需考虑
[image: image353.wmf]0
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当
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分析2: 如果想构造关于所求量的不等式，则应该考虑到：判别式往往是产生不等的根源. 由判别式值的非负性可以很快确定
[image: image365.wmf]k

的取值范围，于是问题转化为如何将所求量与
[image: image366.wmf]k

联系起来. 一般来说，韦达定理总是充当这种问题的桥梁，但本题无法直接应用韦达定理，原因在于
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的对称关系式. 原因找到后，解决问题的方法自然也就有了，即我们可以构造关于
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简解2：设直线
[image: image370.wmf]l

的方程为：
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令
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在（*）中，由判别式
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综上，
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点评：范围问题不等关系的建立途径多多，诸如判别式法，均值不等式法，变量的有界性法，函数的性质法，数形结合法等等. 本题也可从数形结合的角度入手，给出又一优美解法.

解题犹如打仗，不能只是忙于冲锋陷阵，一时局部的胜利并不能说明问题，有时甚至会被局部所纠缠而看不清问题的实质所在，只有见微知著，树立全局观念，讲究排兵布阵，运筹帷幄，方能决胜千里.

第三、推理训练：数学推理是由已知的数学命题得出新命题的基本思维形式，它是数学求解的核心。以已知的真实数学命题，即定义、公理、定理、性质等为依据，选择恰当的解题方法，达到解题目标，得出结论的一系列推理过程。在推理过程中，必须注意所使用的命题之间的相互关系（充分性、必要性、充要性等），做到思考缜密、推理严密。通过编写思维流程图来锤炼自己的大脑，快速提高解题能力。

例6椭圆长轴端点为[image: image385.wmf]B

A

,

，[image: image386.wmf]O

为椭圆中心，[image: image387.wmf]F

为椭圆的右焦点，且[image: image388.wmf]1
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（Ⅰ）求椭圆的标准方程；

（Ⅱ）记椭圆的上顶点为[image: image390.wmf]M

，直线[image: image391.wmf]l

交椭圆于[image: image392.wmf]Q
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两点，问：是否存在直线[image: image393.wmf]l

，使点[image: image394.wmf]F

恰为[image: image395.wmf]PQM

D

的垂心？若存在，求出直线[image: image396.wmf]l

的方程;若不存在，请说明理由。

思维流程：
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故椭圆方程为[image: image402.wmf]2
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   （Ⅱ）假设存在直线[image: image403.wmf]l

交椭圆于[image: image404.wmf]Q
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两点，且[image: image405.wmf]F

恰为[image: image406.wmf]PQM
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的垂心，则
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解得[image: image419.wmf]4
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或[image: image420.wmf]1
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（舍）  经检验[image: image421.wmf]4
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符合条件．
点石成金：垂心的特点是垂心与顶点的连线垂直对边，然后转化为两向量乘积为零．
例7、已知椭圆[image: image422.wmf]E

的中心在坐标原点，焦点在坐标轴上，且经过[image: image423.wmf](2,0)
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、[image: image424.wmf](2,0)
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、[image: image425.wmf]3
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（Ⅰ）求椭圆[image: image426.wmf]E

的方程：

（Ⅱ）若点D为椭圆[image: image427.wmf]E

上不同于[image: image428.wmf]A

、[image: image429.wmf]B

的任意一点，[image: image430.wmf](1,0),(1,0)
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，当Δ
[image: image431.wmf]DFH

内切圆的面积最大时，求Δ
[image: image432.wmf]DFH

内心的坐标；
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思维流程：
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解题过程： （Ⅰ）设椭圆方程为
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 EMBED Equation.3  [image: image434.wmf](
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的方程[image: image441.wmf]22
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（Ⅱ）[image: image442.wmf]||2
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，设Δ
[image: image443.wmf]DFH

边上的高为
[image: image444.wmf]h

h

S

DFH

=

´

´

=

D

2

2

1


 当点[image: image445.wmf]D

在椭圆的上顶点时，[image: image446.wmf]h

最大为[image: image447.wmf]3

，所以
[image: image448.wmf]DFH
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的最大值为[image: image449.wmf]3
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 设Δ
[image: image450.wmf]DFH

的内切圆的半径为[image: image451.wmf]R

，因为Δ
[image: image452.wmf]DFH

的周长为定值6．所以，
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 所以[image: image454.wmf]R

的最大值为[image: image455.wmf]3
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．所以内切圆圆心的坐标为[image: image456.wmf]3
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点石成金：
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例8、已知定点
[image: image458.wmf])
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[image: image459.wmf]5
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，过点
[image: image460.wmf]C

的动直线与椭圆相交于
[image: image461.wmf]AB
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两点.

（Ⅰ）若线段
[image: image462.wmf]AB

中点的横坐标是
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，求直线
[image: image464.wmf]AB

的方程；

（Ⅱ）在
[image: image465.wmf]x

轴上是否存在点
[image: image466.wmf]M

，使
[image: image467.wmf]MB
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为常数？若存在，求出点
[image: image468.wmf]M

的坐标；若不存在，请说明理由.

思维流程：

（Ⅰ）解：依题意，直线
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的方程为
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由线段
[image: image478.wmf]AB

中点的横坐标是
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的方程为 
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（Ⅱ）解：假设在
[image: image485.wmf]x

轴上存在点
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注意到
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② 当直线
[image: image500.wmf]AB

与
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轴垂直时，此时点
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 综上，在
[image: image506.wmf]x

轴上存在定点
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点石成金：
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例9、已知椭圆的中心在原点，焦点在x轴上，长轴长是短轴长的2倍且经过点M（2，1），平行于OM的直线
[image: image511.wmf]l

在y轴上的截距为m（m≠0），
[image: image512.wmf]l

交椭圆于A、B两个不同点。

   （Ⅰ）求椭圆的方程；

   （Ⅱ）求m的取值范围；

   （Ⅲ）求证直线MA、MB与x轴始终围成一个等腰三角形.

思维流程：

解：（1）设椭圆方程为
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              ∴椭圆方程为
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（Ⅱ）∵直线l平行于OM，且在y轴上的截距为m
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∵直线l与椭圆交于A、B两个不同点，     
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（Ⅲ）设直线MA、MB的斜率分别为k1，k2，只需证明k1+k2=0即可

设
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故直线MA、MB与x轴始终围成一个等腰三角形.

点石成金：直线MA、MB与x轴始终围成一个等腰三角形
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例10、已知双曲线
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 （1）求双曲线的方程；

 （2）已知直线
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     故所求双曲线方程为 
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故所求k=±
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点石成金: C，D都在以B为圆心的圆上
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例11、已知椭圆C的中心在坐标原点，焦点在x轴上，椭圆C上的点到焦点距离的最大值为3，最小值为1．
   （Ⅰ）求椭圆C的标准方程；

   （II）若直线
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因为以
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点石成金：以AB为直径的圆过椭圆C的右顶点
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例12、已知双曲线
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把直线l’的方程代入双曲线方程，消去y，令判别式� EMBED Equation.3  ���





直线l’在l的上方且到直线l的距离为� EMBED Equation.3  ���





转化为一元二次方程根的问题





求解





问题





关于x的方程� EMBED Equation.3  ���有唯一解





将直线方程代入椭圆方程，消去y，利用韦达定理





利用点Q满足直线AB的方程：y = k (x—4)+1，消去参数k





点Q的轨迹方程
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� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





所求量的取值范围





把直线l的方程y = kx+3代入椭圆方程，消去y得到关于x的一元二次方程





xA= f（k），xB = g（k）





得到所求量关于k的函数关系式





求根公式





AP/PB = —（xA / xB）





由判别式得出k的取值范围








把直线l的方程y = kx+3代入椭圆方程，消去y得到关于x的一元二次方程





xA+ xB = f（k），xA xB = g（k）





构造所求量与k的关系式





关于所求量的不等式





韦达定理
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